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سال هاي در کامپیوتر علوم و ترکیبیات در آن کاربرد که است محدب بهینه سازي از خاصی فرم معین نیمه بهینه سازي
شانون2 ظرفیت براي بالایی کران نیمه معین برنامه ریزي از استفاده با لواز1 1979 سال در است. بوده موفق بسیار اخیر
با 1995 سال در ویلیامسون4 و گومنز3 همچنین کرد. محاسبه را پنج طول به دور ظرفیت آن وسیله به و آورد بدست گراف ها
تقریب با را گراف یک بیشینه5 برش که کردند طراحی MAXCUT مسأله براي الگوریتمی معین، نیمه برنامه ریزي از استفاده
در نیمه معین بهینه سازي که هستند نتایجی مهم ترین و اولین جزء دو این می کند. محاسبه چند جمله اي زمان در 0.8785

ترکیبیاتی بهینه سازي در ابزارها مهم ترین از یکی به نیمه معین برنامه ریزي گذشته دهه دو در است. بوده مفید بسیار آنها حل
است. ابزار این با کلی آشنایی درسنامه این از هدف است. شده تبدیل تقریبی الگوریتم هاي و

کاربر د همچنین و معین نیمه برنامه ریزي و خطی برنامه ریزي در مهم قضاي و تعاریف بر کلی مروري شامل درسنامه این
خوب بسیار منابع کنید. مراجعه [1] لواز مقاله به زمینه این در بیشتر مطالعه براي است. کامپیوتر علوم و ترکیبیات در آنها
مبحث این ترکیبیاتی جنبه هاي هم و الگوریتمی جنبه هاي هم که هستند [5 ،4 ،3 ،2] کتاب هاي  شامل زمینه این در دیگر
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خطی برنامه ریزي 1
و ماتریس ها برداري، فضاهاي اینجا در می دهیم. نمایش R با را حقیقی اعداد مجموعه و Z با را صحیح اعداد مجموعه
با را آن مؤلفه هاي که است ستونی برداري v ∈ Rn از منظور می شوند. گرفته نظر در حقیقی اعداد روي معمولاً بردارها

می دهیم. نشان v1, . . . , vn ∈ R

v =


v1
v2
...
vn

 .
داریم پس می دهیم. نشان ⟨·, ·⟩ با را Rn روي داخلی ضرب است. v ترانهاده برابر سطري برداري vt

⟨v,w⟩ = vtw =

n∑
i=1

viwi.

با است برابر v بردار طول
∥v∥ = ⟨v,v⟩1/2.
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را 1n ∈ Rn همچنین می دهیم. نمایش 0 ∈ Rn با را آن و هستند صفر برابر آن مؤلفه هاي همه که است برداري صفر بردار
هستند. 1 آن مؤلفه هاي همه که می گیریم برداري

می شوند. داده نمایش xij با X ∈ Rm×n ماتریس درایه هاي و می دهیم نشان Rm×n با را m×n ماتریس هاي فضاي
ضرب می توان نیز ماتریس ها فضاي روي می دهیم. نمایش I با را همانی ماتریس است. X ماتریس ترانهاده Xt همچنین

گرفت: نظر در را هیلبرت-اشمیت6 داخلی

⟨X,Y ⟩ = tr(XtY ) =
∑
i,j

xijyij .

پایه یک Eij-ها صورت این در باشند. صفر آن درایه هاي بقیه و 1 آن ij-ام درایه که می گیریم ماتریسی را Eij ∈ Rm×n

می دهند. تشکیل Rm×n براي فوق، داخلی ضرب با یکه متعامد
همچنین .i هر براي vi ≥ 0 یعنی باشند، نامنفی v مؤلفه هاي همه اگر v ≥ 0 می نویسیم  v ∈ Rn بردار براي

.v −w ≥ 0 اگر v ≥ w می نویسیم

محدب مجموعه هاي 1 . 1
.λx+ (1− λy) ∈ K باشیم داشته 0 ≤ λ ≤ 1 و x,y ∈ K هر براي اگر گوییم محدب7 را K ⊆ Rn زیرمجموعه
هم و محدب هم K اگر .λx ∈ K باشیم داشته λ > 0 هر و x ∈ K هر براي اگر گوییم مخروط8 یک را K همچنین

گوییم. محدب9 مخروط یک آن به باشد مخروط
0 < λ < 1 و y, z ∈ K باشیم داشته هرگاه اگر Kگویند محدب مجموعه حدي10 یا رأسی نقطه یک را x ∈ K نقطه

.x = y = z که بگیریم نتیجه بتوانیم آنگاه x = λy + (1− λ)z که طوري به

K رأسی نقاط و است، محدب مجموعه یک K صورت این در .K = {x ∈ R2 : |x1|, |x2| ≤ 1} دهید قرار 1 . 1 مثال
است. آن رأسی نقطه تنها 0 و است محدب مخروط یک {x ∈ Rn : x ≥ 0} همچنین هستند. (±1,±1) نقطه چهار

است. هان-باناخ11 قضیه محدب مجموعه هاي مطالعه در مهم ابزارهاي از یکی

و b ∈ Rn آنگاه .x /∈ K و باشد بسته و محدب مجموعه یک K ⊆ Rn کنید فرض هان-باناخ) (قضیه 2 . 1 قضیه
مخروط یک K اگر همچنین .bty ≥ c باشیم داشته y ∈ K هر براي و btx < c که طوري به دارند وجود c ∈ R

.c = 0 آنگاه باشد محدب

دارند. معین نیمه و خطی برنامه ریزي در مهمی نقش محدب مجموعه یک رأسی نقاط دید خواهیم ادامه در که طور همان
آن رأسی نقاط محدب12 پوش از K فشرده و محدب مجموعه هر که داد نشان می توان قضیه هان-باناخ از استفاده با واقع در
نتیجه باشد. نقاط آن شامل که است محدبی مجموعه کوچکترین نقاط، از مجموعه اي محدب پوش از منظور می آید. بدست

دارد. رأسی نقطه یک حداقل فشرده و محدب مجموعه هر که این
6Hilbert-Schmidt inner product
7Convex
8Cone
9Convex cone

10Extreme point
11Hahn-Banach theorem
12Convex hull
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خطی برنامه ریزي تعریف 2 . 1
برنامه ریزي یک کلی فرم است. خطی محدویت هاي یا قید ها با خطی هدف13 تابع یک بهینه سازي مسأله خطی برنامه ریزي

است: زیر صورت به خطی

(LP ) max ctx (1)
at1x ≤ b1,

...
atmx ≤ bm,

می شود. انجام x ∈ Rn بردار هاي روي بهینه سازي و است b1, . . . , bm ∈ R و a1, . . . , am, c ∈ Rn آن در که
نامساوي که کنید توجه حال این با باشد. داشته وجود نیز atx ≥ b فرم به قید هاي است ممکن خطی برنامه ریزي یک در
باشند، atx = b تساوي صورت به قید ها از بعضی اگر همچنین نوشت. (−a)tx ≤ (−b) فرم به می توان را atx ≥ b

مسأله یک ما خطی برنامه ریزي اگر که این دیگر نکته کرد. جایگزین atx ≥ b و atx ≤ b نامساوي دو با را آنها می توان
جایگزین آن منفی با را هدف تابع است کافی کرد؛ تبدیل بیشینه سازي15 مسأله یک به را آن می توان باشد کمینه سازي14
نوشت. فرم این با می توان را خطی بهینه سازي مسأله هر و است خطی برنامه ریزي یک فرم کلی ترین (1) که این نتیجه کنیم.
نیز زیر صورت به می توان را (1) مسأله A ∈ Rm×n ماتریس یک سطرهاي در at1, . . . ,a

t
m بردار هاي دادن قرار با

نوشت.

(LP ) max ctx (2)
Ax ≤ b.

شدنی ناحیه کلی حالت در گویند. شدنی16 ناحیه را می کنند صدق Ax ≤ b در که x ∈ Rn (نقاط) بردارها مجموعه 
همچنین گویند. ناشدنی18 را آن دوم حالت در و شدنی17 را خطی برنامه ریزي اول حالت در باشد. ناتهی یا تهی است ممکن
بی کران را آن دوم حالت در و کران دار را بهینه سازي مسأله اول حالت در که باشد بی کران یا کران دار است ممکن شدنی ناحیه

گوییم.

بگیرید. نظر در را زیر خطی بهینه سازي 3 . 1 مثال

max x1 + x2 (3)
x1 + 2x2 ≤ 2

x1, x2 ≥ 0.

13Objective function
14Minimization
15Maximization
16Feasible region
17Feasible
18Infeasible
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x1

x2

21

1

نامساوي هاي از یکی توسط آن اضلاع از یک هر که است مثلث یک ناحیه این .(3) خطی ریزي برنامه  شدنی ناحیه :1 شکل
می شود. داده x1 + 2x2 ≤ 2 و x2 ≥ 0 ،x1 ≥ 0

دهیم قرار است کافی (2) فرم به خطی برنامه ریزي این نوشتن براي

x =

[
x1
x2

]
, A =

 1 2
−1 0
0 −1

 , b =

20
0

 , c =

[
1
1

]
. (4)

جواب است. کران دار و شدنی مسأله این کنید توجه است. شده داده نمایش زیر 1 شکل در x ∈ R2 شدنی نقاط مجموعه 
داریم x2 بودن نامنفی از استفاده با همچنین و است،  شدنی نقطه یک (x1, x2) = (2, 0) زیرا است 2 برابر بهینه سازي این

x1 + x2 ≤ x1 + 2x2 ≤ 2.

که دارد محدب مجموعه  از خاصی فرم شدنی، ناحیه این واقع در است. محدب همواره خطی برنامه ریزي یک شدنی ناحیه
،x1 = 0 ابرصفحه هاي بوسلیه شدنی ناحیه 1 شکل در مثال براي می شود. مشخص ابرصفحه19 تعدادي وسیله به آن محدوده

گویند. سقفی20 چند یا چندبر را محدبی مجموعه چنین می شود. مشخص x1 + 2x2 = 2 و x2 = 0

می کنند، بیشینه را هدف تابع که شدنی نقاط یعنی خطی، برنامه ریزي یک بهینه21 نقاط مجموعه که کنید توجه همچنین
باشند شدنی x1,x2,x3 اگر که کنیم توجه است کافی ادعا این اثبات براي هستند. شدنی چندبر رأسی نقاط شامل همواره

داریم آنگاه x1 = λx2 + (1− λ)x3 که طوري به 0 < λ < 1 و

ctx1 = λctx2 + (1− λ)ctx3 ≤ max{ctx2, c
tx3}.

است. شدنی ناحیه رأسی نقطه یک که است (x1, x2) = (2, 0) نقطه (3) بهینه نقطه که دیدیم مثال براي

را آن بهینه و شدنی نقاط مجموعه همچنین کنید. حل را آن و بنویسید (2) فرم به را زیر خطی برنامه ریزي 4 . 1 تمرین
است. رأسی که دارد بهینه نقطه یک خطی برنامه ریزي این که کنید تحقیق و بیاورید بدست

max x1 − 4x2

2x1 − x2 ≥ 4

x1 + 2x2 ≤ 4

x2 ≥ 0.
19Hyperplane
20Polytope
21Optimal points
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فوریه-موتزکین حذف روش 3 . 1
باشند، شدنی atix ≤ bi قیدهاي مجموعه اگر است 0 با است برابر (1) مسأله جواب صورت این در .c = 0 کنید فرض
برابر بهینه جواب باشد نداشته وجود x-اي چنین اگر .i هر براي atix ≤ bi که طوري به باشد داشته وجود x ∈ Rn یعنی
ناحیه بودن ناتهی یا تهی تشخیص مسأله به تبدیل بهینه سازي مسأله (c = 0 (وقتی خاص حالت این در بنابراین ∞−است.

گویند. ناشدنی22 شدنی- مسأله را مسأله اي چنین می شود. شدنی
d حداقل بهینه جواب آیا که دهیم تشخیص بخواهیم که کنید فرض بگیرید. نظر در کلی حالت در را (1) مسأله حال
یا ctx ≥ d همچنین و Ax ≤ b که طوري به دارد وجود x ∈ Rn آیا کنیم که مشخص باید کار این براي خیر. یا است
شدنی-ناشدنی مسأله یک حل با معادل خطی برنامه ریزي یک جواب براي کرانی یافتن مسأله می بینیم که طور همان خیر؟
حل معادل (تقریباً) خاص حالت این حل است، خطی برنامه ریزي از خاصی حالت ناشدنی شدنی- مسأله گرچه بنابراین است.

است. کلی حالت در مسأله
با روش این توضیح براي کرد. استفاده فوریه-موتزکین23 حذف روش از می توان خطی بهینه سازي مسأله یک حل براي
مثال براي متغیر ها. حذف بر است مبتنی فوریه-موتزکین روش می کنیم. شروع c = 0 فرض با (1) ناشدنی شدنی- مسأله
آن در که ati = (âti, ain) دهیم قرار اگر کنیم. حذف atix ≤ bi نامساوي هاي در را xn متغیر بخواهیم که کنید فرض

با است معادل atix ≤ bi آنگاه ،âi ∈ Rn−1

âtix̂+ ainxn ≤ bi

می شوند. تقسیم دسته سه به ain بودن صفر یا منفی مثبت، به توجه با نامساوي ها این .x̂t = (x1, . . . , xn−1) آن در که
دهید قرار کار این براي

{1, 2, . . . ,m} = I0 ∪ I+ ∪ I−,

با معادلند atix ≤ bi نامساوي هاي پس .I± = {i : ±ain > 0} و I0 = {i : ain = 0} آن در که

âtix̂ ≤ bi, ∀i ∈ I0 (5)
xn ≤ a−1

in (bi − âtix̂), ∀i ∈ I+ (6)
xn ≥ ain−1(bi − âtix̂), ∀i ∈ I−. (7)

و i ∈ I+ هر براي سوم و دوم دسته نامساوي هاي از استفاده با دیگر طرف از نمی شود. ظاهر xn اول دسته نامساوي هاي در
داریم j ∈ I− هر

ajn
−1(bj − âtjx̂) ≤ xn ≤ ain−1(bi − âtix̂).

می رسیم. زیر ناشدنی شدنی- مسأله به xn حذف با حال

âtix̂ ≤ bi, ∀i ∈ I0 (8)
ajn

−1(bj − âtjx̂) ≤ ain−1(bi − âtix̂) ∀i ∈ I+, j ∈ I−. (9)
22Feasibility problem
23Fourier-Motzkin elimination
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در که باشد داشته وجود x̂ ∈ Rn−1 اگر برعکس است. شدنی نیز بالا مسأله آنگاه باشد شدنی (1) اگر که کنید توجه
دهیم قرار می توانیم آنگاه کند، صدق (9) و (8) نامساوي هاي

xn = min
i∈I+

ain
−1(bi − âtix̂).

atix ≤ bi نامساوي هاي با معادل نامساوي سه این که آنجا از بود. خواهند برقرار (7) -(5) نامساوي هاي xn انتخاب چنین با
می شود. ثابت (1) بودن شدنی بودند،

به یک را متغیرها می توان ناشدنی شدنی- مسأله یک حل براي فوریه-موتزکین حذف روش از استفاده با که این نتیجه
متغیر. کمتري تعداد با ولی رسید اول مسأله با معادل مسأله اي به مرحل هر در و کرد حذف یک

کنید. حل فوریه-موتزکین روش از استفاده با را 4 . 1 تمرین خطی برنامه ریزي 5 . 1 تمرین

یکی روش این با گرچه زیرا کاراست کم متغیر تعداد با مسأله هاي حل براي فقط فوریه-موتزکین حذف روش که کنید توجه
برنامه ریزي هاي حل دیگر روش هاي مورد در اطلاع براي می شود. اضافه قید زیادي تعداد می شود، حذف مسأله متغیرهاي از
در کنید. مراجعه شده ذکر مرجع کتاب هاي به داخلی26 نقطه روش و بیضوي،25 روش سیمپلکس،24 الگوریتم مانند خطی
برنامه ریزي حل براي داخلی) نقطه روش و بیضوي (روش کارایی27 یا بهینه الگوریتم هاي که است این ما براي مهم نکته اینجا

دارد. وجود خطی

دوگان مسأله 4 . 1
می شود: تعریف زیر صورت به آن با متناظر دوگان29 و گویند اولیه28 یا اصلی مسأله معمولاً را (2) مسأله

(LD) min bty (10)
Aty = c

y ≥ 0.

در باشد. (LD) شدنی نقطه یک y و (LP ) شدنی نقطه یک x کنید فرض است. زیر مشاهده دوگان مسأله تعریف دلیل
داریم پس .Ax ≤ b و y ≥ 0 دیگر طرف از .ytAx = ctx نتیجه در .ytA = ct داریم صورت این

ctx = ytAx ≤ ytb = bty.

براي اولیه مسأله هدف تابع مقدار آن چپ سمت و y شدنی نقطه براي دوگان هدف تابع مقدار نامساوي این راست سمت
ضعیف30 دوگانگی خاصیت، این به است. (LP ) جواب براي بالایی کران (LD) مسأله جواب بنابراین است. x شدنی نقطه

می گویند.
24Symplex algorithm
25Ellipsoid method
26Interior point method
27Efficient
28Primal
29Dual
30Weak duality
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از می توان را (LD) می توان مستقیم طور به بنویسیم. (2) فرم به را آن حتماً نیست لازم دوگان مسأله محاسبه براي
به .yi ≥ 0 می دهیم قرار و می کنیم تعریف yi متغیر یک (1) قید هاي از یک هر ازاي به کار این براي آورد. بدست (1) روي

داریم yi بودن نامنفی به توجه با بنابراین .at1x ≤ b1 داریم 1 ≤ i ≤ m هر ازاي

yia
t
1x ≤ yibi.

می آوریم بدست نامساوي ها این همه کردن جمع ∑)با
i

yiai

)t
x ≤ bty.

مسأله می توان بالا فرضیات گذاشتن هم کنار با .ctx ≤ bty داشت  خواهیم آنگاه ∑i yiai = c کنیم فرض اگر حال
زد. حدس دوگان را

(LD) min bty (11)∑
i

yiai = c

y ≥ 0.

داریم آنگاه دهیم، نمایش ai1, . . . , ain با را ai مؤلفه هاي اگر معادل طور به

(LD) min bty (12)∑
i

yiaij = cj , ∀j

y ≥ 0.

شود. برقرار دیگري فرض هیچ بدون ضعیف دوگانگی که می شود تعریف نحوي به دوگان مسأله می بینیم که طور همان

به مستقیم طور به را دوگان اینجا در آورد. بدست (10) و (4) از استفاده با می توان را 3 . 1 مثال مسأله دوگان 6 . 1 مثال
داریم می گیریم. نظر در y1, y2, y2 ≥ 0 متغیر سه می کنیم. محاسبه زیر صورت

2y1 ≥ y1(x1 + 2x2)− y2x1 − y3x2 = x1(y1 − y2) + x2(2y1 − y3).

دوگان مسأله نتیجه در .2y1 ≥ x1 + x2 داشت خواهیم آنگاه 2y1 − y3 = 1 و y1 − y2 = 1 دهیم قرار اگر بنابراین
با است برابر

min 2y1

y1 − y2 = 1

2y1 − y3 = 1

y1, y2, y3 ≥ 0.

(y1, y2, y3) = شدنی نقطه براي دیگر طرف از .2y1 ≥ 2 نتیجه در و y1 = 1+y2 ≥ 1 کنید توجه مسأله این حل براي
است. اصلی مسأله جواب برابر جواب این که کنید توجه است. 2 برابر هدف تابع (1, 0, 1)
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بگیرید نظر در را زیر خطی برنامه ریزي 7 . 1 مثال

max ctx (13)
Ax ≤ b,

x ≥ 0.

دهید قرار مسأله این دوگان محاسبه براي

A′ =

[
A
−I

]
, b′ =

[
b
0

]
.

با است معادل (13) صورت این در

max ctx

A′x ≤ b′.

با است برابر آن دوگان پس

min b′ty′

A′ty′ = c

y′ ≥ 0.

دهید قرار
y′ =

[
y
z

]
.

پس .Aty ≥ c با است معادل A′ty = c تساوي ،z ≥ 0 چون که کنید توجه همچنین .b′ty′ = bty صورت این در
با است برابر دوگان

min bty

Aty ≥ c,

y ≥ 0.

کنید. حل را آن و محاسبه را 4 . 1 تمرین خطی برنامه ریزي دوگان 8 . 1 تمرین

قوي دوگانگی 5 . 1
ضعیف دوگانگی خاصیت، این به که است، (2) اصلی مسأله جواب براي بالا کران یک (10) دوگان مسأله جواب که دیدیم
فارکاس31 لم به قضیه این بیان از قبل برابرند. هم با جواب دو این شرایطی تحت که می کند بیان قوي دوگانگی قضیه گویند.

کرد . خواهیم استفاده قوي دوگانگی قضیه اثبات در فارکاس لم از می پردازیم.

است. شدنی زیر مسأله هاي از یکی دقیقاً فارکاس) (لم 9 . 1 لم
31Frakas lemma
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.Ax ≤ b (آ)

.Aty = 0, y ≥ 0, bty < 0 (ب)

داریم آنگاه باشند (ب) و (آ) براي شدنی جواب هایی y و x اگر اثبات:

0 = ytAx ≤ ytb,

حداقل کنیم ثابت است کافی پس است. شدنی مسأله دو از یکی حداکثر نتیجه در است. تناقض در bty < 0 شرط با که
است. شدنی آنها از یکی

به ندارد وجود z ≥ 0 معادل طور به .Ax ≤ b که طوري به باشد نداشته وجود x یعنی نباشد، شدنی (آ) کنید فرض
کنید تعریف .Ax+ z = b که طوري

Γ = {Ax+ z : x, z ∈ Rn, z ≥ 0}.

بنابراین .b /∈ Γ با است معادل (آ) نبودن شدنی دیدیم که طور همان دیگر طرف از است. بسته و محدب مخروط یک Γ
که طوري به دارد وجود y ∈ Rm هان-باناخ قضیه طبق

bty < 0 و ytv ≥ 0 ∀v ∈ Γ.

نتیجه در .z ≥ 0 هر براي ytz ≥ 0 پس .{z : z ≥ 0} ⊆ Γ می آوریم بدست x = 0 دادن قرار با که کنید توجه
داریم x هر براي واقع در .x هر براي ytAx ≥ 0 داشت خواهیم z = 0 دادن قرار با ترتیب همین به .y ≥ 0

ytAx ≥ 0 و ytA(−x) ≥ 0.

.ytA = 0 معادل طور به .ytAx = 0 باشیم داشته باید x هر براي بنابراین
یا (آ) از یکی حداقل پس می کنند. صدق (ب) شرطهاي در که کردیم پیدا y-اي (آ)، بودن نشدنی فرض با که این نتیجه
2 است. شدنی (ب)

است. شدنی زیر مسأله دو از یکی دقیقاً دهید نشان 10 . 1 تمرین

.Ax = b, x ≥ 0 (آ)

.Aty ≥ 0, bty < 0 (ب)

کنیم. ثابت را خطی برنامه ریزي اساسی قضیه می توانیم فارکاس لم از استفاده با حال

بهینه جواب داراي یا و است بی کران یا است، ناشدنی یا خطی برنامه ریزي هر خطی) برنامه ریزي اساسی (قضیه 11 . 1 قضیه
است.

نباشد. بهینه جواب داراي ولی باشد شدنی (2) کنید فرض می گیریم. نظر در را خطی برنامه ریزي یک براي (2) فرم اثبات:
می آید پیش زیر حالت دو از یکی صورت این در
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ctxk →∞ که طوري به xk شدنی نقاط دنباله دارد وجود •

.ctx < d شدنی x هر براي و d ∈ R آن در که ctxk → d که طوري به xk شدنی نقاط دنباله دارد وجود •

نمی افتد. اتفاق دوم حالت می دهیم نشان است. بی کران (2) اول حالت در
قرار .ctx < d باشیم داشته شدنی x هر براي همچنین .ctxk → d که باشد شدنی نقاط از دنباله اي xk کنید فرض

دهید
Â =

[
A
−ct

]
, b̂ =

[
b
−d

]
.

که است این معادل دوم فرض که کنید توجه حال .b̂ ∈ Rm+1 و Â ∈ R(m+1)×n پس

Âx ≤ b̂,

که طوري به دارد وجود ŷ ∈ Rm+1 فارکاس لم از استفاده با نتیجه در نیست. شدنی

Âtŷ = 0, ŷ ≥ 0, b̂tŷ < 0.

دهید قرار
ŷ =

[
y
z

]
,

داریم صورت این در .z ∈ R و y ∈ Rm آن در که

ytA = zct, y ≥ 0, z ≥ 0, bty < dz.

داریم xk بودن شدنی با توجه با حال

zctxk = ytAxk ≤ ytb < dz,

نمی افتد. اتفاق دوم حالت پس .ctxk → d با است تناقض در که
2

داریم. اختیار در را قوي دوگانگی قضیه اثبات براي لازم ابزار همه حال

اگر برعکس و است، ناشدنی دوگان مسأله آنگاه باشد بی کران اصلی مسأله اگر (آ) قوي) دوگانگی (قضیه 12 . 1 قضیه
است. ناشدنی اصلی آنگاه باشد بی کران دوگان

است. برابر هم با آنها بهینه جواب و هستند بهینه جواب داراي آنگاه باشند شدنی دوگان و اصلی مسأله دو هر اگر (ب)

هم با دو این و است بهینه جواب داراي نیز دیگري آنگاه باشد، بهینه جواب داراي دوگان یا اصلی مسائل از یکی اگر (ج)
برابرند.

می دهد. نتیجه را دیگري بودن ناشدنی مسأله ها، از یکی بودن بی کران ضعیف دوگانگی طبق (آ) اثبات:
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دارند وجود دوگان مسأله براي شدنی y و اصلی، مسأله براي شدنی x دهیم نشان است کافی ضعیف دوگانگی طبق (ب)
که طوري به دارند وجود x,y دهیم نشان باید معادل طور به .ctx ≥ bty که طوري به

A 0
0 At

0 −At

0 −I
−ct bt


[
x
y

]
≤


b
c
−c
0
0

 .
که طوري به دارند وجود d ≥ 0 و u,v,w, z ≥ 0 فارکاس لم از استفاده با صورت این غیر در

[
ut vt wt zt d

]

A 0
0 At

0 −At

0 −I
−ct bt

 = 0,
[
ut vt wt zt d

]

b
c
−c
0
0

 < 0.

داریم معادل طور به

Atu = dc, A(w − v) + z = db, btu < ct(w − v).

می آوریم بدست دوگان و اصلی مسائل براي شدنی نقاطی y = d−1u و x = d−1(w− v) دادن قرار با آنگاه d > 0 اگر
داریم و d = 0 بنابراین ضعیف. دوگانگی با است تناقض در که ،bty < ctx که طوري به

Atu = 0, A(w − v) ≤ 0, btu < ct(w − v).

داریم بگیرید. دوگان و اصلی مسائل براي شدنی نقاطی را y و x فرض طبق حال

0 = utAx ≤ utb < ct(w − v),

همچنین و
ct(w − v) = ytA(w − v) < 0,

برابرند. هم با و دارند وجود مسأله دو بهینه جواب پس است. تناقض که
برابر بهینه جواب داراي دوگان کنیم ثابت که این براي باشد. بهینه جواب داراي اصلی مسأله مثال براي کنید فرض (ج)
نیست، شدنی دوگان کنید فرض پس است. شدنی دوگان دهیم نشان است کافی (ب) از استفاده با است، اصلی مسأله جواب

  یعنی
Aty = c, y ≥ 0,

که طوري به x0 دارد وجود (10 . 1 (تمرین فارکاس لم از استفاده با نتیجه در ندارد. جواب

Ax0 ≤ 0, ctx0 > 0.

xk که است بررسی قابل راحتی به .k ≥ 1 براي xk = x+ kx0 دهید قرار اصلی مسأله براي x شدنی نقطه هر براي حال
است. تناقض که ،ctxk →∞ داریم و است شدنی
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2

از شده داده شدنی نقطه دو بودن بهینه براي کافی و لازم شرطی گویند، مکمل32 کمک قضیه آن به که زیر قضیه
خواننده به تمرین عنوان به و است ساده قوي دوگانگی از استفاده با قضیه این اثبات می کند. بیان را دوگان و اصلی مسأله هاي

می شود. واگذار

این در باشند. (12) براي شدنی نقطه اي y و (1) براي شدنی نقطه اي x کنید فرض مکمل) کمک (قضیه 13 . 1 قضیه
باشد. تساوي شده داده x براي (1) از j-ام قید ،yj > 0 که j هر براي اگر فقط و اگر هستند بهینه نقاط y و x صورت

مکمل کمک و قوي دوگانگی قضیه و آورده بدست را آن دوگان همچنین کنید. حل را زیر خطی برنامه ریزي 14 . 1 تمرین
کنید. تحقیق را آن براي

max x1 + x2 − x3

2x1 − x3 ≤ 2

x1 + 2x2 ≤ 3

x3 ≥ 0.

کامپیوتر علوم و ترکیبیات در خطی برنامه ریزي 2
کمک ترکیبیات مسائل حل و الگوریتم طراحی در خطی برنامه ریزي چگونه که می دهیم نشان مثال هایی ارائه با بخش این در

می کند.

بیشینه تطابق 1 . 2
M ⊆ E زیرمجموعه G در تطابق33 یک بگیرید. نظر در E یال هاي و V رئوس مجموعه با G = (V,E) گراف یک
تطابق یک G از یال تک هر مثال براي باشد. M در یال یک حداکثر مجاور رأس هر که طوري به است گراف یال هاي از
تطابق را مسأله این است. ممکن یال هاي تعداد بیشترین با تطابق یک کردن پیدا می پردازیم آن به اینجا در که سؤالی است.

گویند. بیشینه34
که صورت این به داد نشان x ∈ {0, 1}E بردار یک با می توان را یا ل ها از M ⊆ E زیرمجموعه هر

xe =

{
1 e ∈M,

0 e /∈M.

باشیم داشته v ∈ V رأس هر براي اگر است تطابق یک M تناظر این ∑با
e∼v

xe ≤ 1,

32Complementary slackness theorem
33Matching
34Maximum matching
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بهینه سازي مسأله حل با معادل بیشینه تطابق محاسبه مسأله بنابراین است. v رأس مجاور e یال یعنی e ∼ v اینجا در که
است. زیر

max
∑
e∈E

xe (14)∑
e∼v

xe ≤ 1 ∀v ∈ V,

xe ∈ {0, 1} ∀e ∈ E.

طور به را مسأله این هستند. 1 یا 0 مسأله متغیرهاي که اضافه شرط یک با است خطی برنامه ریزي یک بهینه سازي مسأله این
نوشت. زیر صورت به می توان معادل

max
∑
e∈E

xe (15)∑
e∼v

xe ≤ 1 ∀v ∈ V,

0 ≤ xe ≤ 1 ∀e ∈ E,

xe ∈ Z ∀e ∈ E.

مسأله اي چنین هستند. صحیح اعدادي متغیر ها که اضافه شرط یک با است خطی برنامه ریزي یک این می بینیم که همان طور
گویند. صحیح35 خطی برنامه ریزي را

دید خواهیم ادامه در که همان طور واقع در ندارد. وجود کارا36 یا بهینه الگوریتم صحیح  خطی برنامه ریزي حل براي
مسأله اي بتوانیم کلی حالت در که باشیم داشته انتظار نباید بنابراین است. NP-سخت مسأله یک صحیح  خطی برنامه ریزي
(به که دیگر بهینه سازي مسأله یک با را صحیح خطی برنامه ریزي یک می کنیم سعی کار این براي کنیم. حل را (15) مانند

باشد. اول مسأله جواب از تقریبی دوم مسأله جواب که طوري به کنیم جایگزین باشد حل قابل کارا) طور
این کردن برطرف براي می شود. آن حل شدن سخت باعث شرط همین و هستند صحیح xe متغیرهاي (15) مسأله در

کنیم. حذف را شرط این است کافی مشکل

max
∑
e∈E

xe (16)∑
e∼v

xe ≤ 1 ∀v ∈ V,

0 ≤ xe ≤ 1 ∀e ∈ E.

لزوماً مسأله این جواب وجود این با است. حل قابل کارا طور به که می آوریم بدست خطی بهینه سازي مسأله یک صورت این در
است. (15) مسأله شده37  داده تخفیف (16) واقع در نیست. اصلی مسأله جواب برابر

ولی است، 3/2 مثلث گراف براي (16) جواب مثال براي است. (15) جواب از بیشتر (16) جواب دلخواه گراف  یک براي
.1 با است برابر گراف این براي (15) جواب

35Integer linear programming
36Efficient
37Relaxation
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دوبخشی گراف هاي در بیشینه تطابق مسأله نتیجه در برابرند. (15) و (16) بهینه Gجواب دوبخشی گراف هر براي 1 . 2 قضیه
است. حل قابل کارا طور به

کنید تعریف اثبات:
P =

{
x ∈ RE : 0 ≤ xe ≤ 1,∀e ∈ E, &

∑
e∼v

xe ≤ 1, ∀v ∈ V
}
.

خطی تابع یک بیشینه که می دانیم است. x ∈ P نقاط e∑روي xe بهینه سازي مسأله واقع در (16) و است چندبر یک P
هستند صحیح P رأسی نقاط همه دهیم نشان اگر بنابراین می افتد. اتفاق آن رأسی نقاط روي محدب مجموعه یک روي
جواب هاي بودن برابر اثبات براي که است کلی استراتژي یک این که کنید توجه است. تمام اثبات دارند) صحیح (مؤلفه هاي

می رود. کار به آن شده داده تخفیف خطی برنامه ریزي و صحیح خطی برنامه ریزي یک
دهید قرار نیست. صحیح که باشد P رأس یک x کنید فرض

E′ = {e ∈ E : xe /∈ Z}.

است. برقرار زیر حالت دو از یکی صورت این غیر در است. تهی E′ دهیم نشان باید

است. v1, . . . , vk دور یک شامل E′ •

نیست. دادن گسترش قابل که است v1, . . . , vk مسیر یک شامل E′ •

اندیس ها آن در (که ei = {vi, vi+1} براي است. زوج k یعنی دور، طول G بودن دوبخشی به توجه با اول حالت در
دهید قرار می شوند) تعریف k پیمانه به

x′ei = xei + (−1)iϵ, x′′ei = xei − (−1)iϵ

x′e = x′′e = xe دادن قرار با .ϵ > 0 داریم است E′ عضو ei چون که کنید توجه .ϵ = min{xei , 1− xei} آن در که
همچنین و x′,x′′ ∈ P که است بررسی قابل راحتی به کنید. تعریف را x′′ و x′ بردارهاي نیستند دور در که یال هایی براي

نیست. راسی نقطه x پس .x = 1
2(x

′ + x′′)

همه براي که کنید توجه x′,x′′ ∈ P دادن نشان براي کرد. تعریف مشابه طور به می توان را x′,x′′ دوم حالت براي
2 .e = ek یا e = e1 که این مگر xe = 0 داریم e ∼ vk یا e ∼ v1 یال هاي

کمینه بیشینه-برش جریان 2 . 2
رأس دو با باشد جهت دار گراف یک G = (V,E) کنید فرض می شود. تعریف زیر صورت به گراف یک در بیشنه38 جریان
چشمه را s رأس نداشته باشد. خروجی یال هیچ t و باشد، نداشته ورودي یال هیچ s که طوري به s, t ∈ V شده مشخص
بیشینه، جریان مسأله باشد. ce ≥ 0 ظرفیت یک داراي e ∈ E یال هر که کنید فرض همچنین می نامیم. چاه را t رأس و
از که جریانی مقدار که طوري به شود برقرار یال ها توسط چاه به چشمه از می تواند که است جریانی بیشینه کردن پیدا مسأله
براي و ،x ≥ 0 که است x ∈ RE با متناظر جریان یک دقیق تر طور به نشود. بیشتر یال آن ظرفیت از می کند عبور یال هر

یعنی باشند، برابر هم با آن خروجی و ورودي جریان v ̸= s, t رأس ∑هر
e:e=(u,v)∈E

xe =
∑

e:e=(v,u)

xe ∀v ̸= s, t.

38Maximum flow
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است: چاه به شده وارد جریان مقدار با برابر چشمه از شده خارج جریان مقدار صورت این ∑در
e:e=(s,v)

xe =
∑

e:e=(v,t)

xe. (17)

نوشت. خطی برنامه ریزي یک صورت به می توان را مسأله این می کند. بیشینه را (17) که است x جریان یافتن هدف

max
∑

e:e=(s,v)

xe (18)
∑

e:e=(u,v)∈E

xe =
∑

e:e=(v,u)

xe ∀v ̸= s, t,

xe ≤ ce ∀e,

xe ≥ 0 ∀e.

متناظر مقدار .t /∈ B و s ∈ B که طوري به است V = B ∪ (V \B) تجزیه یک با متناظر G گراف در برش39 یک
:v /∈ B و u ∈ B که طوري به e = (u, v) یال هاي ظرفیت مجموع با است برابر B برش ∑با

e:e=(u,v)∈B×(V \B)

xe.

مقدار. کمترین با است G در برشی محاسبه مسأله کمینه40 برش مسأله
با قضیه این از اثباتی ادامه در می کند. بیان را فوق مسأله دو بودن مربوط کمینه بیشینه-برش جریان معروف قضیه

می دهیم. ارائه خطی برنامه ریزي قوي دوگانگی از استفاده

است. آن در کمینه برش برابر گراف یک در بیشینه جریان کمینه) بیشینه-برش جریان (قضیه 2 . 2 قضیه

خطی برنامه ریزي این دوگان اول قدم در می شود. محاسبه (18) خطی برنامه ریزي توسط G گراف در بیشینه جریان اثبات:
بنابراین .e یال هر براي قید یک و ،v ̸= s, t رأس هر براي قید یک است: قید دسته دو داراي (18) می کنیم. محاسبه را
تمرین عنوان به .e یال هر براي ze متغیر و ،v ̸= s, t رأس هر براي yv متغیر است: متغیر دسته دو داراي دوگان مسأله

با است برابر دوگان که دهید نشان می توانید

min
∑
e

ceze (19)

yv − yu + ze ≥ 0 ∀e = (u, v), u ̸= s, v ̸= t,

yv + ze ≥ 1 ∀e = (s, v), v ̸= t

− yv + ze ≥ 0 ∀e = (v, t), v ̸= s,

ze ≥ 1 e = (s, t),

ze ≥ 0 ∀e.
39Cut
40Minimum cut
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yv − yu+ ze ≥ 0 شکل به قیود همه آنگاه کنیم، اضافه yt = 0 و ys = 1 شرط  با را ys, yt متغیر دو اگر که کنید توجه
بود. خواهند نوشتن قابل e = (u, v) براي

اگر yv = 0 و v ∈ B اگر yv = 1 دهیم قرار است کافی است. (19) براي شدنی جواب یک با متناظر B برش هر
که بررسی قابل .ze = 0 صورت این غیر در و ،e = (u, v) ∈ B× (V \B) اگر ze = 1 دهیم قرار همچنین و ،v /∈ B
نتیجه است. B برش مقدار با برابر شدنی نقطه این در هدف تابع مقدار همچنین است. شدنی نقطه یک شده تعریف (y, z)

است. کمینه برش براي پایینی کران (19) بهینه جواب که این
بگیرید). نظر در را صفر جریان است (کافی است شدنی نیز (18) که کنید توجه همچنین است. شدنی (19) که دیدیم
می گیریم نتیجه فوق مشاهده طبق علاوه، به است. برابر خطی برنامه ریزي دو این بهینه جواب قوي دوگانگی قضیه طبق پس
جواب از آن مقدار که دارد وجود برشی دهیم نشان است کافی پس است. کمینه برش براي پایینی کران بیشینه جریان که
و می کند استفاده مکمل کمک قضیه از اثبات یک می دهیم. ارائه اثبات دو ادعا این براي نیست. بیشتر (18) و (19) بهینه

است. الگوریتمی  دیگر اثبات
دهید قرار باشند. (19) و (18) براي بهینه اي نقاط (y, z) و x کنید فرض اول: اثبات

B = {s} ∪ {v : yv > 0}.

داریم e = (u, v) ∈ B × (V \B) یال هر براي

ze ≥ yu − yv ≥ yu > 0.

e = (u, v) ∈ (V \B)×B یال هر براي دیگر طرف از .xe = ce باشیم داشته باید مکمل کمک از استفاده با نتیجه در
داریم

yv − yu + ze ≥ yv − yu > 0,

.xe = 0 می دهد نتیجه مکمل کمک دوباره که
شده وارد جریان مقدار و B مجموعه از شده خارج جریان مقدار تفاضل با است برابر x جریان مقدر که کنید توجه حال

.B برش مقدار جز نیست چیزي تفاضل این بالا محاسبات طبق آن. به

∑
e ceze از کمتر آن مقدار که دارد وجود برشی (19) براي (y, z) شدنی نقطه هر براي می دهیم نشان دوم: اثبات

می دهیم قرار کنیم. انتخاب یکنواخت و تصادفی طور به α ∈ [0, 1] عدد که کنید فرض است.

Bα = {s} ∪ {v : yv ≥ α}.

با است برابر Bα برش مقدار ریاضی) (امید متوسط حال است. برش یک Bα لذا ،t /∈ Bα و s ∈ Bα که کنید توجه

E[value(Bα)] =
∑

e=(u,v)

ce Pr[u ∈ Bα, v /∈ Bα].

که کنید توجه
Pr[u ∈ Bα, v /∈ Bα] ≤ max{yu − yv, 0}.

نتیجه  در . ze ≥ 0 و yu − yv ≤ ze داریم است شدنی  (y, z) که آنجا از دیگر طرف از

E[value(Bα)] ≤
∑
e

ceze.
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نیست. e∑بیشتر ceze از Bα برش مقدار α یک حداقل براي بنابراین
2

اثبات هستند. صحیح (16) خطی برنامه ریزي شدنی نقاط با متناظر چندبر رأس هاي که دادیم نشان 1 . 2 قضیه اثبات براي
صورت این در ،ce ∈ Z یعنی هستند صحیح یال ها ظرفیت که کنیم فرض اگر زیرا دارد. را ساختار همین نیز فوق قضیه اول
نشان B برش روي یال هاي براي را گذاره این ما واقع در .xe ∈ Z باشیم داشته باید x بهینه نقطه براي فوق قضیه طبق
در داشت. الگوریتمی جنبه بیشتر قضیه این دوم اثبات است. برقرار گراف یال هر براي این که داد نشان می توان ولی دادیم

کردیم. گرد41 برش یک به را آن اصطلاح در و شروع دوگان مسأله از جواب یک با ما واقع

مدولی تک ماتریس هاي 3 . 2
سپس کردیم. استفاده قوي دوگانگی از بعد و فرمول بندي خطی برنامه ریزي از استفاده با را ترکیبیاتی مسأله یک بالا مثال دو در
مسأله هاي حل براي می توان را کلی نسبتاً استراتژي این هستند. صحیح متناظر خطی برنامه ریزي بهینه نقاط دادیم نشان
صحیح اثبات روش، این در نابدیهی قدم برد. بکار نیز کونیگ43 قضیه و دیلورث42 قضیه مانند دیگري الگوریتمی یا ترکیبیاتی

است. متناظر خطی برنامه ریزي بهینه نقاط بودن
باشد. 0 یا ±1 اعداد از یکی A مربعی زیرماتریس هاي همه دترمینان اگر گویند مدولی44 تک کاملاً را A ماتریس
بهینه نقاط بودن صحیح اثبات در زیر قضیه است. مدولی تک کاملاً نیز At باشد، مدولی تک کاملاً A اگر که کنید توجه

می آید. کار به صحیح خطی برنامه ریزي هاي

این در باشد. 0 و ±1 درایه هاي با ماتریس یک A ∈ Rm×n کنید فرض مدولی) تک کاملاً (ماتریس هاي 3 . 2 قضیه
معادلند: زیر گزاره هاي صورت

است. مدولی تک کاملاً A (آ)

هستند. صحیح b ∈ Zm هر براي {x : Ax ≤ b, & x ≥ 0} محدب مجموعه رأسی نقاط (ب)

c,d ∈ Zn و a,b ∈ Zm هر براي {x : a ≤ Ax ≤ b, & c ≤ x ≤ d} محدب مجموعه رأسی نقاط (ج)
هستند. صحیح

که طوري به دارد وجود K = K1 ∪K2 افراز K ⊆ {1, 2, . . . , n} زیرمجموعه هر براي ∣∣∣∣∣∣(د)
∑
i∈K1

aij −
∑
i∈K2

aij

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1, ∀j.

کردیم. استفاده دوبخش گراف هاي وقوع45 ماتریس بودن مدولی تک کاملاً از 1 . 2 قضیه اثبات در مثال براي

است. مدولی تک کاملاً دوبخشی گراف یک وقوع ماتریس دهید نشان 4 . 2 تمرین

است. مدولی تک کاملاً جهت دار گراف یک وقوع ماتریس دهید نشان 5 . 2 تمرین
41Round
42Dilworth’s theorem
43König’s theorem
44Totally unimodular
45Incidence matrix
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دهیم. ارائه نیز کونیگ قضیه از اثباتی می توانیم حال
مجاور e ∈ E یال هر که طوري به است V ′ ⊆ V زیرمجموعه G = (V,E) گراف براي رأسی46 پوشش از منظور

سایز. کمترین با است رأسی پوشش یک کمینه رأسی پوشش یک باشد. V ′ از رأس یک حداقل

رأسی پوشش سایز با است برابر بیشینه تطابق سایز G = (V,E) دوبخشی گراف هر براي کونیگ) (قضیه 6 . 2 قضیه
کمینه.

n = |V | آن در که باشد G وقوع ماتریس A ∈ Rn×m که کنید فرض می کنیم. شروع (16) خطی برنامه ریزي با اثبات:
نوشت. زیر صورت به می توان را برنامه ریزي این صورت این در .m = |E| و

max 1tmx (20)
Ax ≤ 1n

x ≥ 0,

قید که کنید توجه است. 1 برابر آنها مؤلفه هاي همه که هستند بردارهایی 1n ∈ Rn و 1m ∈ Rm از منظور اینجا در که
برنامه ریزي این بهینه جواب 1 . 2 قضیه طبق می آید. بدست دیگر قید دو از شرط این زیرا کرده ایم حذف را (16) در xe ≤ 1

مشخص نیز را کمینه رأسی پوشش سایز خطی برنامه ریزي این دهیم نشان است کافی پس Gاست. بیشینه تطابق برابر خطی
می کند.

با است برابر (20) دوگان

min 1tny (21)
Aty ≥ 1m

y ≥ 0.

گراف یک وقوع ماتریس At که کنید توجه حال است. برابر خطی برنامه ریزي دو این بهینه جواب قوي دوگانگی قضیه طبق
یک را y ∈ Rn هستند. صحیح (21) بهینه نقطه بنابراین است. مدولی تک کاملاً At نتیجه در و A پس است. دوبخشی
توجه با پس .y ≤ 1n باشیم داشته باید بهینه اي y چنین براي که دهید نشان می توانید تمرین عنوان به بگیرید. بهینه نقطه

دهید قرار .v رأس هر براي yv ∈ {0, 1} داریم y بودن صحیح به

V ′ = {v : yv = 1}.

.(21) بهینه جواب با است برابر آن سایز که است رأسی پوشش یک V ′ صورت این در
2

کنید تعریف G = (V,E) گراف هر براي 7 . 2 تمرین

PG =
{
x ∈ RV : x ≥ 0, & xu + xv ≤ 1, ∀e = {u, v} ∈ E

}
.

هستند. گراف رأسی مستقل زیرمجموعه هاي با متناظر و صحیح PG رأسی نقاط آنگاه باشد Gدوبخشی اگر دهید نشان (آ)
46Vertex cover
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1
2Z = {m/2 : عضو آنها مؤلفه هاي یعنی هستند، نیم-صحیح47 PG رأسی نقاط G دلخواه گراف براي دهید نشان (ب)

است. m ∈ Z}

کنید. استفاده 1 . 2 قضیه اثبات مشابه ایده از راهنمایی:

زیردرخت مسأله می شود، ظاهر آن در رأسی نقاط بودن صحیح و است بیان قابل خطی برنامه ریزي با که دیگري مسأله 
پیدا هدف دارد. ce > 0 وزن یک آن یال هر که باشد همبند گراف یک G = (V,E) کنید فرض است. کمینه48 فراگیر

باشد. کمینه آن یال هاي وزن مجموع که است G از فراگیر زیردرخت یک کردن

است. کمینه فراگیر زیردرخت مسأله با معادل زیر مسأله که دهید نشان (آ) 8 . 2 تمرین
min

∑
e

cexe (22)∑
e

xe = |V | − 1∑
e⊆S

xe ≤ |S| − 1, ∀S ⊆ V (23)

0 ≤ xe ≤ 1

xe ∈ Z.

شدنی ناحیه رأسی نقاط دهید نشان بدست می آوریم. صحیح برنامه ریزي یک xe-ها، بودن صحیح شرط برداشتن با (ب)
کرد. محاسبه کارا صورت به می توان را کمینه فراگیر زیردرخت که بگیرید نتیجه و هستند صحیح همگی

مجموعه زیر دو ازاي به اگر که کنید ثابت ابتدا کار این براي کنید. استفاده 1 . 2 قضیه اثبات مشابه ایده از راهنمایی:
است. تساوي نیز S ∩ T براي قید این آنگاه شد، تساوي (23) قید S ∩ T ̸= ∅ که S, T ⊆ V

کنید. مراجعه [5] به مدولی تک کاملاً ماتریس هاي مورد در بیشتر اطلاعات براي

اولیه-دوگان الگوریتم هاي 4 . 2
برنامه ریزي یک حل که دیدیم 1 . 2 قضیه در مثال براي کرد. استفاده الگوریتم طراحی براي می توان خطی برنامه ریزي نظریه از
کارا طور به می توان را خطی برنامه ریزي که آنجا از می شود. دوبخشی گراف هاي در بیشینه تطابق مسأله حل به منجر خطی
از می توان چگونه که دید خواهیم بخش این در می آید. بدست بیشینه تطابق براي نیز کارا یا بهینه الگوریتمی کرد، حل

می کنیم. شروع مثال یک با ابتدا کرد. استفاده الگوریتم طراحی در قوي دوگانگی
پوشش یک کردن پیدا هدف است. cv > 0 وزن یک داراي آن رأس هر که باشد گراف یک G = (V,E) کنید فرض

زد. تقریب خطی برنامه ریزي یک با می توان را مسأله این دیدیم هم قبلاً که طور همان است. وزن کمترین با رأسی

min
∑
v

cvxv (24)∑
v∼e

xv ≥ 1, ∀e ∈ E

xv ≥ 0, ∀v ∈ V.
47Half-integer
48Minimum spanning tree
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شدنی نقاط صورت این در بنامید. τ(G) را کمینه رأسی پوشش وزن همچنین بنامید. ρ را خطی برنامه ریزي این بهینه جواب
.ρ ≤ τ(G) داریم بنابراین هستند. G رأسی پوشش هاي معادل xe ∈ Z اضافه فرض با فوق خطی برنامه ریزي

با است برابر (24) دوگان

max
∑
e

ye (25)∑
e∼v

ye ≤ cv, ∀v ∈ V (26)

ye ≥ 0, ∀e ∈ E.

است. ρ نیز (25) بهینه جواب قوي دوگانگی طبق پس هستند. شدنی فوق خطی برنامه ریزي دو هر
(26) قید آنها براي که بگیرید v رئوس شامل را V ′ ⊆ V زیرمجموعه باشد. (25) براي بهینه نقطه یک y∗ کنید فرض

باشد. تساوي

است. رأسی پوشش یک V ′ (آ) 9 . 2 گزاره

است. 2ρ ≤ 2τ(G) حداکثر V ′ رأسی پوشش وزن (ب)

مسأله بهینه نقطه  است کافی هست. نیز کارا که داریم رأسی پوشش براي 2-تقریب49 الگوریتم یک گزاره این براساس
دهیم. تشکیل را V ′ مجموع سپس و محاسبه را دوگان

همچنین .x∗v ≤ 1 که داد نشان می توان راحتی به صورت این در باشد. (24) براي بهینه نقطه یک x∗ کنید فرض (آ) اثبات:
داریم e یال هر براي همچنین .xv = 0 داریم v /∈ V ′ هر براي مکمل، کمکی قضیه به توجه با

1 ≤
∑
v∼e

x∗v =
∑
v∼e

v/∈V ′

x∗v ≤
∑
v∼e

v/∈V ′

1 =
∣∣{v ∈ V ′ : v ∼ e}

∣∣.
است. رأسی پوشش یک V ′ پس

با است برابر V ′ رأسی پوشش وزن (ب)

∑
v∈V ′

cv =
∑
v∈V ′

(∑
e∼v

y∗e

)
=
∑
e

∑
v∼e
v∈V ′

ye ≤ 2
∑
e

ye = 2ρ.

2

پوششی به را آن سپس می کنیم، حل را دوگان خطی برنامه ریزي که کردیم فرض ابتدا رأسی پوشش براي بالا الگوریتم در
کرد. تبدیل دوگان) مسأله کامل حل (بدون مستقیم الگوریتمی به می توان را الگوریتم این می کنیم. گرد رأسی

492-approximation algorithm
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رأسی پوشش براي اولیه-دوگان الگوریتم

cv > 0 وزن هاي و G = (V,E) گراف ورودي: •
.E′ = E و V ′ = ∅ ،y = 0 دهید قرار •

کنید: تکرار E′ ̸= ∅ که زمانی تا •
کنید. انتخاب F ⊆ E′ دلخواه زیرمجموعه  یک ∗

قید هاي از یکی که جایی تا دهید افزایش یکنواخت) طور (به e ∈ F همه براي را ye ∗
شود. تساوي به تبدیل دوگان

است. شده تساوي دوگان در آنها متناظر قید که دهید قرار رئوسی همه مجموعه را S ∗
کنید. حذف E′ از را هستند S رئوس از یکی مجاور که e ∈ E′ یال هاي همه ∗

V ′ ← V ′ ∪ S دهید قرار ∗
V ′ مجموعه خروجی: •

است. رأسی پوشش یک فوق الگوریتم از آمده بدست V ′ دهید نشان (آ) 10 . 2 تمرین

است. 2ρ ≤ 2τ(G) حداکثر V ′ رأسی پوشش وزن دهید نشان (ب)

یک فرمول بندي از که شهودي با الگوریتم ها از دسته این است. اولیه-دوگان50 الگوریتم هاي از مثالی فوق الگوریتم
زیر کلی فرم الگوریتم ها از دسته این می شوند. طراحی می آید، بدست آن دوگان همچنین و مسأله با متناظر خطی برنامه ریزي

دارند. را
لازم زیر قدم هاي اولیه-دوگان الگوریتم  یک طراحی براي کنیم. حل را کمینه سازي مسأله یک بخواهیم که کنید فرض

هستند:

مسأله جواب براي پایینی کران آن جواب که بنویسید خطی برنامه ریزي یک صورت به را آن مسأله دادن تخفیف با .1
باشد. اصلی

بیاورید. بدست دوگان مسأله متغیر هاي از شهودي و کنید محاسبه را خطی برنامه ریزي دوگان .2

شروع است شدنی دوگان براي y ولی نیست شدنی اصلی مسأله براي x آن در که y = 0 و x = 0 مانند نقاطی با .3
کنید.

کنید: تکرار برسیم اصلی مسأله براي شدنی نقطه اي به که زمانی تا .4

شود. تساوي به تبدیل دوگان قیدهاي از یکی که جایی تا دهید افزایش نوعی به را yj متغیر هاي •
کنید. جمع طبیعی عدد یک با را آن ها و انتخاب را اصلی مسأله متغیرهاي از تعدادي •

کنید. استفاده مکمل کمک قضیه و قوي دوگانگی ضعیف، دوگانگی از الگوریتم تحلیل براي .5
50Primal-dual algorithms

22



x = 0 دهیم قرار می توانیم ابتدا در ما دارد. را ساختار همین نیز کمینه رأسی پوشش براي فوق الگوریتم که کنید توجه
نقطه صورت این در .( V ′ ← V ′ ∪ S با (متناظر xv = 1 دهیم قرار v ∈ S براي مرحله هر در بعد .(V ′ = ∅ با (متناظر

است). رأسی پوشش یک V ′ که این با (متناظر بود خواهد شدنی الگوریتم انتهاي در آمده بدست x
[7] کتاب هفتم فصل همچنین و [6] کتاب چهارم فصل به اولیه-دوگان الگوریتم هاي مورد در بیشتر اطلاعات براي

کنید. مراجعه
ورودي بگیرید. نظر در را برخط51 تطابق مسأله مثال براي می رود. کار به نیز الگوریتم ها تحلیل  براي اولیه-دوگان تکنیک 
ولی شده اند داده اول بخش از U رأس هاي است. V = U ∪W بخش هاي با G = (V,E) دوبخشی گراف یک مسأله
آن به متصل یال هاي همراه به w ∈ W رئوس از یکی زمانی قدم هر در نمی دانیم. را آنها به متصل یال هاي و W رئوس
کنون تا (که U رأس هاي از یکی با را رأس این که بگیریم تصمیم باید ما بعدي رأس شدن ظاهر از قبل می شوند. ظاهر
الگوریتم گیرند. قرار تطابق در W رئوس تعداد بیشترین که است این هدف دهیم. قرار تطابق در نگرفته) قرار تطابق در
در بگیرید. نظر در U رئوس روي تصادفی جایگشت یک است. زیر صورت به برخط تطابق براي کارپ-وزیرانی-وزیرانی52
از قبل جایگشت در که رأسی نگرفته اند، قرار تطابق در هنوز که U در آن همسایه هاي بین از ،w ∈ W رأس دیدن صورت
متوسط که می دانیم نمی گیرد. قرار تطابق در w نداشت وجود رأسی چنین اگر دهید. قرار w با تطابق در را گرفته قرار بقیه
گزاره این از اثباتی اخیراً است. G بیشینه تطابق سایز −1)-برابر 1/e) حداقل الگوریتم این از حاصل تطابق یال هاي تعداد

کنید. مراجعه [8] به اثبات این جزئیات از اطلاع براي است. شده داده خطی برنامه ریزي از استفاده با

معین نیمه برنامه ریزي 3
داریم. خطی جبر از تعاریفی به نیاز معین نیمه برنامه ریزي هاي خواص بررسی و تعریف براي

برابر λ ∈ C طول لذا می دهیم. نشان λ̄ با را λ ∈ C مختلط مزدوج می دهیم. نمایش C با را مختلط اعداد مجموعه
مختلط مزدوج آن مؤلفه هاي که برداري یعنی است، v بردار مختط مزدوج v̄ ∈ Cn از منظور .|λ| = (λ̄λ)1/2 با است
در .X† = (X̄)t یعنی می دهیم، نمایش X† با را آن مزدوج53 ترانهاده X ماتریس براي همچنین هستند. v مؤلفه هاي

بود: خواهد زیر صورت به مختلط بردارهاي داخلی ضرب صورت این

⟨v,w⟩ = v†w =

n∑
i=1

v̄iwi,

.⟨v,w⟩ = ⟨w,v⟩ که کنید توجه همچنین .∥v∥2 =∑i |vi|2 داریم و

هرمیتی ماتریس هاي 1 . 3
حقیقی اعدادي هرمیتی ماتریس یک ویژه مقادیر .X† = X هرگاه گوییم هرمیتی54 را X ∈ Cn×n مربعی ماتریس

نتیجه در .Xv = λvداریم باشد λ ∈ C ویژه مقدار با X ویژه بردار 0 ̸= v ∈ Cn اگر ادعا این اثبات براي هستند.

λ̄∥v∥2 = λ∥v∥2 = ⟨v, Xv⟩ = ⟨Xv,v⟩ = (Xv)†v = v†X†v = v†Xv = λ∥v∥2.

.λ ∈ R و λ = λ̄ پس
51Online matching
52Karp-Vazirani-Vazirani algorithm
53Conjugate transpose
54Hermitian
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می شود. قطري یکه متعامد پایه یک در هرمیتی ماتریس هر 1 . 3 گزاره

بردار با X ∈ Cn×n هرمیتی ماتریس ویژه مقدار یک λ ∈ R کنید فرض دارد. ویژه بردار یک حداقل ماتریس هر اثبات:
دهید قرار باشد. v ویژه

W = {w ∈ Cn : ⟨w,v⟩ = 0}.

که این به توجه با حال است. ناوردا X تحت W زیرفضاي که داد نشان می توان λ بودن حقیقی براي بالا استدلال مشابه
می شود. کامل n روي استقرا با اثبات dimW = n− 1

2

بنابراین .Xt = X یعنی است، آن بودن متقارن با معادل X بودن هرمیتی باشد، حقیقی X که خاصی حالت در
قطري یکه متعامد پایه یک در متقارن حقیقی ماتریس هر همچنین هستند. حقیقی متقارن حقیقی ماتریس یک ویژه مقادیر
که کنیم توجه است کافی کار این براي کند. قطري را X که کرد پیدا حقیقی پایه اي می توان حالت این در واقع در می شود.

داریم آنگاه باشد Xv = λv اگر
Xv̄ = Xv = λv = λv̄.

تولید فضاي که کنید توجه حال است. ویژه مقدار همان با X ویژه بردار یک نیز v̄ بردار v ∈ Cn ویژه بردار هر براي پس
ویژه بردار هر ازاي به پس است. {v + v̄, i(v − v̄)} حقیقی بردار دو توسط شده تولید فضاي برابر {v, v̄} توسط شده

کرد. جایگزین حقیقی ویژه بردار دو می توان آن مزدوج و مختلط

صورت به می توان را X ∈ Cn×n هرمیتی ماتریس هر 2 . 3 گزاره

X =

n∑
i=1

λiviv
†
i ,

باشد متقارن حقیقی X اگر است. یکه متعامد پایه  یک {v1, . . . ,v1} و هستند X ویژه مقادیر λi ∈ R آن در که نوشت
.X =

∑n
i=1 λiviv

t
i صورت این در و هستند حقیقی نیز vi-ها که کرد فرض می توان آنگاه

می کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را فوق گزاره اثبات

معین نیمه مثبت ماتریس هاي 2 . 3
از حال این با دارند. نیز هرمیتی مختلط ماتریس هاي براي معادلی می کنیم بیان بخش این در که گزاره هایی و تعاریف اکثر
این مگر هستند حقیقی بردارها و ماتریس ها همه می کنیم فرض و می گیریم نظر در را حقیقی ماتریس هاي فقط بعد به جا این

شود. ذکر آن خلاف که
باشیم داشته v ∈ Rn هر ازاي به هرگاه گوییم معین55 نیمه مثبت را X ∈ Rn×n متقارن ماتریس

⟨v, Xv⟩ = vtXv ≥ 0.

را X بودن معین نیمه مثبت .⟨v, Xv⟩ > 0 باشیم داشته v ̸= 0 هر براي هرگاه گوییم معین56 مثبت را X همچنین
براي نمادگذاري این تعمیم با .X ≻ 0 می نویسیم باشد معین مثبت X اگر همچنین می دهیم. نمایش X ⪰ 0 نماد با

.X − Y ⪰ 0 اگر X ⪰ Y می نویسیم X,Y متقارن ماتریس هاي
55Positive semidefinite
56Positive definite
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است. معین نیمه مثبت نامنفی درایه هاي با قطري ماتریس هر واقع در است. معین مثبت همانی ماتریس  مثال براي
ماتریس همچنین

X =

[
1 −2
−2 5

]
,

.vtXv = (v1 − 2v2)
2 + v22 زیرا است معین مثبت

است برداري ei آن در که etiXei زیرا هستند، نامنفی معین نیمه مثبت ماتریس یک قطر روي عناصر که کنید توجه
زیرماتریس هاي همه کلی طور به است. X قطر روي i-ام درایه برابر هستند، صفر آن مؤلفه هاي بقیه و 1 آن i-ام مؤلفه که

هستند. معین نیمه مثبت معین، نیمه مثبت ماتریس یک

بگیرید. نظر در را J ⊆ {1, . . . , n} دلخواه زیرمجموعه باشد. معین نیمه مثبت X ∈ Rn×n کنید فرض 3 . 3 تمرین
است. J ستون هاي و سطرها با متناظر X زیرماتریس XJ از منظور آن در که است معین نیمه مثبت نیز XJ دهید نشان

داریم باشد λ ویژه مقدار با X ویژه بردار v اگر زیرا هستند. نامنفی معین نیمه مثبت ماتریس یک ویژه مقادیر همچنین
.vtXv = λ∥v∥2

می کند. بیان ماتریس یک بودن معین نیمه مثبت تشخیص براي معیارهایی زیر قضیه

باشند. نامنفی آن ویژه مقادیر همه و باشد متقارن اگر فقط و اگر معین نیمه مثبت X (آ) 4 . 3 گزاره

.X = QtQ که  طوري به باشد داشته وجود Q ماتریس اگر فقط و اگر است معین نیمه مثبت X (ب)

که طوري به باشند داشته وجود w1, . . . ,wn بردارهاي اگر فقط و اگر است میعن نیمه مثبت X ∈ Rn×n (ج)
.xij = ⟨wi,wj⟩

باشد. وارون پذیر و معین نیمه مثبت اگر فقط و اگر است معین مثبت X (د)

باشند. نامنفی آن ویژه مقادیر همه و متقارن X که کنید فرض برعکس دادیم. نشان بالا در را گزاره طرف یک (آ) اثبات:
داریم u هر براي حال .λi ≥ 0 آن در که نوشت X =

∑
i λiviv

t
i صورت به می توان را X ماتریس 2 . 3 گزاره طبق آنگاه

utXu =
∑
i

λi(u
tv)2 ≥ 0.

کنید تعریف .λi ≥ 0 آن در که X =
∑

i λiv
tv کنید فرض (ب)

Q =
∑
i

√
λieiv

t
i.

داریم و است متقارن QtQ که کنید توجه برعکس، .X = QtQ داریم صورت این در

utQtQu = ⟨Qu, Qu⟩ ≥ 0.

داریم صورت این در بگیرید. Q i-ام ستون برابر را wi بردار .X = QtQ کنید فرض قبل قسمت از استفاده با (ج)
داریم و است متقارن X آنگاه xij = ⟨wi,wj⟩ اگر برعکس .xij = ⟨wi,wj⟩

utXu =
∑
i,j

xijuiuj =
∑
i,j

uiuj⟨wi,wj⟩ = ⟨w∗,w∗⟩ ≥ 0,
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.w∗ =
∑

i uiwi آن در که
اگر که کنید توجه حال .X = QtQ کنید فرض (ب) از استفاده با .X ⪰ 0 می دهد نتیجه X ≻ 0 تعریف طبق (د)

نیست. وارون پذیر X پس .Xv = 0 و Qv = 0 نتیجه در .vtQtQv = ∥Qv∥2 = 0 داریم آنگاه vtXv = 0

2

(ج) قسمت گویند. {w1, . . . ,wn} بردارهاي با متناظر گرام57 ماتریس را xij = ⟨wi,wj⟩ درایه هاي با X ماتریس
باشد. گرام ماتریس اگر فقط اگر است معین نیمه مثبت ماتریس یک که می کند بیان فوق گزاره

.X = 0 آنگاه tr(X) = 0 و X ⪰ 0 اگر که دهید نشان (آ) 5 . 3 تمرین
.XY = Y X = 0 آنگاه tr(XY ) = 0 اگر که دهید نشان .X,Y ⪰ 0 کنید فرض (ب)

کنید. استفاده اثر58 دوري خاصیت از و 4 . 3 گزاره (ب) قسمت از راهنمایی:

.tr(XY ) ≥ 0 باشیم داشته Y معین نیمه مثبت ماتریس هر براي اگر فقط و اگر X ⪰ 0 دهید نشان (ج)

.tr(XY ) > 0 باشیم داشته Y ̸= 0 معین نیمه مثبت ماتریس هر براي اگر فقط و اگر X ≻ 0 دهید نشان (د)

ضرب ⟨·, ·⟩ از منظور آن در که ⟨Z,X − Y ⟩ ≥ 0 داریم آنگاه Z ⪰ 0 و X ⪰ Y اگر دهید نشان (آ) 6 . 3 تمرین
است. هیلبرت-اشمیت داخلی

.⟨Z,X − Y ⟩ > 0 داریم آنگاه 0 ̸= Z ⪰ 0 و X ≻ Y اگر دهید نشان (ب)

است. بسته و محدب مخروط یک معین نیمه مثبت ماتریس هاي مجموعه که دهید نشان 7 . 3 تمرین

هستند. صفر X اول ستون و سطر درایه هاي همه که دهید نشان .x11 = 0 و X ⪰ 0 کنید فرض 8 . 3 تمرین
بلوکی59 قطري ماتریس دهید نشان 9 . 3 تمرین

X =

[
A 0
0 B

]
,

.A,B ⪰ 0 اگر فقط و اگر است معین نیمه مثبت

x11x22 ≥ و x11, x22 ≥ 0 اگر فقط و اگر است معین نیمه مثبت X ∈ R2×2 متقارن ماتریس دهید نشان 10 . 3 تمرین
.x212

باشد . n برابر Q رتبه اگر فقط و اگر است معین مثبت X = QtQ ∈ Rn×n دهید نشان 11 . 3 تمرین

دهید قرار 12 . 3 تمرین
X =

[
A C
Ct B

]
, Y =

[
A −C
−Ct B

]
,

.Y ⪰ 0 اگر فقط و اگر X ⪰ 0 دهید نشان هستند. متقارن A,B آن در که
فقط و اگر است معین نیمه مثبت آنها از یکی آنگاه باشند، متشابه اگر متقارن ماتریس دو که دهید نشان ابتدا راهنمایی:

باشد. معین نیمه مثبت دیگري اگر
57Gram matrix
58Trace
59Block diagonal
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کنید فرض 13 . 3 تمرین

X =

[
A C
Ct B

]
, Y =

[
αA C
Ct α−1B

]
,

.Y ⪰ 0 اگر فقط و اگر X ⪰ 0 دهید نشان .α > 0 و هستند متقارن A,B آن در که

است. نامنفی معین، نیمه مثبت ماتریس یک دترمینان که دهید نشان 14 . 3 تمرین

تانسوري ضرب 3 . 3
با که است mn طول به برداري بردار، دو این تانسوري60 ضرب باشند. دلخواه بردار دو w ∈ Rn و v ∈ Rm کنید فرض
اگر مثال براي می آیند. بدست viwj یعنی w و v مؤلفه هاي ضرب از آن مؤلفه هاي و می شود داده نمایش v ⊗ w نماد

داریم m = 2

v ⊗w =

[
v1
v2

]
⊗

w1
...
wn

 =



v1w1

v1w2
...

v1wn

v2w1

v2w2
...

v2wn


.

الی و v2wj صورت به مؤلفه هاي سپس می نویسیم، را v1wj صورت به مؤلفه هاي ابتدا v ⊗w تشکیل براي کلی حالت در
آخر.

v ⊗w =

 v1...
vm

⊗w =

v1w...
vnw

 .
کلی حالت در است، برابر w ⊗ v مؤلفه هاي مجموعه  با v ⊗w مؤلفه هاي مجموعه هاي اگرچه تعریف این با که کنید توجه

.v ⊗w ̸= w ⊗ v نیستند برابر هم با بردار دو این

که طوري به ندارند وجود v,w ∈ R2 بردار هاي که دهید نشان 15 . 3 تمرین

v ⊗w =


1
0
0
1

 .
.v ⊗w + v ⊗w′ = v ⊗ (w +w′) دهید نشان (آ) 16 . 3 تمرین

.⟨v ⊗w,v′ ⊗w′⟩ = ⟨v,v′⟩⟨w,w′⟩ دهید نشان (ب)
60Tensor product
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Rn براي یکه متعامد پایه یک {w1, . . . ,wn} و Rm براي یک متعامد پایه یک {v1, . . . ,vm} اگر دهید نشان (ج)
آنگاه باشند

{vi ⊗wj : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n},

است. Rmn براي یکه متعامد پایه یک

باشند دلخواه ماتریس دو B ∈ Rm′×n′ و A ∈ Rm×n اگر کرد. تعریف نیز ماتریس ها روي می توان را تانسوري ضرب
برابرند آن درایه هاي و است ستون nn′ و سطر mm′ با ماتریس یک می شود داده نمایش A⊗B با که آنها تانسوري ضرب

داریم .aijbi′j′ با

A⊗B =

a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

⊗B =

a11B · · · a1nB
... . . . ...

am1B · · · amnB

 .
.A⊗ (rB) = (rA)⊗B = r(A⊗B) داریم r حقیقی عدد هر براي دهید نشان (آ) 17 . 3 تمرین

.(A⊗B)(A′ ⊗B′) = (AA′)⊗ (BB′) دهید نشان (ب)

است. متقارن نیز A⊗B آنگاه باشند،  متقارن B و A اگر که بگیرید نتیجه .(A⊗B)t = At ⊗Bt دهید نشان (ج)

صورت این در باشند. µ ویژه مقدار با B ماتریس ویژه بردار w و ،λ ویژه مقدار با A ماتریس ویژه بردار v کنید فرض
داریم

(A⊗B)(v ⊗w) = (Av)⊗ (Bw) = (λv)⊗ (µw) = λµ(v ⊗w).

.λµ ویژه مقدار با است A⊗B ویژه بردار v ⊗w یعنی
در می توان را آنها صورت این در باشند. متقارن مربعی ماتریس دو B ∈ Rn×n و A ∈ Rm×m که کنید فرض
باشیم داشته و می کند قطري را A که باشد یکه اي متعامد پایه {v1, . . . ,vm} کنید فرض کرد. قطري یکه  متعامد پایه هاي
باشیم داشته و می کند قطري را B که باشد یکه اي متعامد پایه {w1, . . . ,wn} که کنید فرض همچنین .Avi = λivi

داریم و می دهند تشکیل Rmn فضاي براي پایه یک vi⊗wj بردارهاي 16 . 3 تمرین طبق صورت این در .Bwj = µjwj

A⊗B(vi ⊗wj) = λiµjvi ⊗wj .

می کند. قطري را A⊗ B ماتریس که است یکه متعامد پایه اي {vi ⊗wj : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} که این نتیجه
نکته اي می شود. قطري یک متعامد پایه یک در پس است، متقارن A⊗B ماتریس 17 . 3 تمرین از استفاده با که کنید توجه
پایه  هایی بردار هاي تانسوري ضرب از می کند قطري را A⊗B که یکه اي متعامد پایه  که است این رسیدیم آن به اینجا در که

بدست می آید. می کنند قطري را B و A از یک هر که

است. معین نیمه مثبت نیز A⊗B آنگاه باشند معین نیمه مثبت B و A اگر که دهید نشان (آ) 18 . 3 تمرین

.X ⊗ Z ⪰ Y ⊗ Z آنگاه Z ⪰ 0 و X ⪰ Y اگر دهید نشان (ب)

.X ⊗X ′ ⪰ Y ⊗ Y ′ آنگاه X ′ ⪰ ±Y ′ و X ⪰ ±Y اگر دهید نشان 19 . 3 تمرین

.X ⊗X ′ ⪰ Y ⊗ Y ′ آنگاه X ′ ⪰ Y ′ ⪰ 0 و X ⪰ Y ⪰ 0 اگر دهید نشان 20 . 3 تمرین
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معین نیمه برنامه ریزي تعریف 4 . 3
معین. نیمه مثبت ماتریس هاي فضاي روي خطی قید هاي و هدف تابع با است بهینه سازي مسأله یک معین نیمه برنامه ریزي

نوشت: زیر فرم به می توان را خطی برنامه ریزي یک

min ⟨C,X⟩ (27)
⟨Ai, X⟩ = bi, i = 1, . . . ,m,

X ⪰ 0.

داخلی ضرب داخلی ها، ضرب و ،b1, . . . , bm ∈ R و هستند متقارن ماتریس هایی C,A1, . . . , Am ∈ Rn×n اینجا در
این قید هاي در که X ماتریس  قبل مانند .⟨C,X⟩ = tr(CtX) یعنی است، ماتریس ها فضاي روي هیلبرت-اشمیت
شدنی ناحیه را معین نیمه برنامه ریزي یک شدنی نقاط مجموعه  گوییم. شدنی نقطه اي را می کند صدق معین نیمه برنامه ریزي

گوییم. ناشدنی را آن صورت این غیر در و شدنی را معین نیمه برنامه ریزي شدنی، ناحیه بودن ناتهی صورت در نامیم.

دهید قرار و n = m = 2 کنید فرض 21 . 3 مثال

A1 =

[
1 0
0 0

]
, A2 =

[
1 −2
−2 1

]
, C =

[
1 −1
−1 3

]
,

با شد خواهد معادل (27) معین نیمه برنامه ریزي صورت این در .b2 = 0 و b1 = 2 و

min x11 + 3x22 − 2x12

x11 = 2

x11 + x22 − 4x12 = 0[
x11 x12
x12 x22

]
⪰ 0.

یک به کمینه سازي مسأله −C با C کردن جایگزین با است. معین نیمه برنامه ریزي یک کلی فرم (27) که کنید توجه
و X ∈ Rn×n متغیر دو متغیر، ماتریس یک جاي به کنید فرض مثال براي همچنین می شود. تبدیل بیشینه سازي مسأله

داریم: X ′ ∈ Rn′×n′

min ⟨C,X⟩+ ⟨C ′, X ′⟩ (28)
⟨Ai, X⟩+ ⟨A′

i, X
′⟩ = bi, i = 1, . . . ,m

X,X ′ ⪰ 0.

کنید تعریف (27) فرم به معین نیمه برنامه ریزي این نوشتن براي

Ĉ =

[
C 0
0 C ′

]
, Âi =

[
Ai 0
0 A′

i

]
.
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(28) صورت این در هستند. صفر آن درایه هاي بقیه و 1 برابر آن kℓ-ام درایه  که بگیرید ماتریسی را Ekℓ ماتریس همچنین
با است معادل

min ⟨Ĉ, X̂⟩ (29)
⟨Âi, X̂⟩ = bi, i = 1, . . . ,m

⟨Ekℓ + Eℓk, X̂⟩ = 0 ∀1 ≤ k ≤ n, n+ 1 ≤ ℓ ≤ n+ n′

X̂ ⪰ 0.

است بلوکی قطري X̂ متقارن ماتریس که می کند ضمانت سوم شرط اینجا در

X̂ =

[
X 0
0 X ′

]
.

.(9 . 3 تمرین از استفاده (با X,X ′ ⪰ 0 با است معادل X̂ ⪰ 0 صورت این در
می کنیم. بررسی را دیگري مثال

min ⟨C,X⟩ (30)
⟨Ai, X⟩ ≤ bi, i = 1, . . . ,m

X ⪰ 0.

که کنید توجه (27) فرم به خطی برنامه ریزي این نوشتن براي

⟨Ai, X⟩ ≤ bi ⇐⇒ ∃yi ⟨Ai, X⟩+ yi = bi, yi ≥ 0

با است بلوکی قطري که بگیریم نظر در را X̂ ∈ R(n+m)×(n+m) ماتریسی متغیر X ∈ Rn×n جاي به است کافی حال
باید دارد را بلوکی قطري فرم این X̂ که این تضمین براي .y1, . . . , ym برابر 1× 1 بلوك m و X برابر n× n بلوك  یک

داریم صورت این در کرد. اضافه Ekℓ ماتریس هاي حسب بر قبل مانند قید هایی

⟨Ai, X⟩+ yi = ⟨Âi, X̂⟩,

آن در که
Âi =

[
Ai 0
0 Eii

]
.

است. نوشتن قابل (27) صورت به (30) اینها گذاشتن هم کنار با
را خاصی بلوکی قطري فرم X ماتریسی متغیر آنها در که گرفت خواهیم نظر در را معینی نیمه برنامه ریزي هاي ادامه در

کرد. القا خطی قید هایی کردن اضافه با می توان را محدودیتی چنین فوق مثال هاي مانند دارد.
فرض است کافی نوشت. معین نیمه برنامه ریزي از خاصی حالت صورت به می توان را خطی برنامه ریزي که کنید توجه

می شود. تبدیل خطی برنامه ریزي یک به (27) صورت این در است. قطري ماتریس یک X کنیم
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بگیرید. نظر در را زیر بهینه سازي مسأله 22 . 3 مثال

min 2x1 + 5x2 (31)[
2x1 + x2 x1 − x2
x1 − x2 x2 + 1

]
⪰ 0.

است. معین نیمه مثبت آن در پارامتري ماتریسی که است خطی بهینه سازي مسأله یک نیست، (27) فرم به مسأله این گرچه
دهید قرار (27) فرم به مسأله این نوشتن براي است. معین نیمه برنامه ریزي یک این بنابراین

Z =

[
2x1 + x2 x1 − x2
x1 − x2 x2 + 1

]
. (32)

داریم صورت این در

x1 = z12 + z22 − 1 =
1

2
(z11 − z22 + 1), x2 = z22 − 1.

z12+ z22− 1 = 1
2(z11− z22+1) شرط با Z متقارن ماتریس هر همچنین .2x1+5x2 = 2z12+7z22− 7 پس

با است معادل (31) نتیجه در است. (32) فرم به نوشتن قابل

min ⟨C,Z⟩ − 7 (33)
⟨A,Z⟩ = 3,

Z ⪰ 0,

آن در که

C =

[
0 1
1 7

]
, A =

[
−1 1
1 3

]
. (34)

بهینه سازي مسأله کلی تر حالت در

min ctx (35)
m∑
i=1

xiAi ⪰ B,

فرم به می توان را معین نیمه برنامه ریزي هر برعکس است. نوشتن قابل (27) صورت به و است معین نیمه برنامه ریزي یک نیز
نوشت. فوق

بنویسید. (27) فرم به را زیر معین نیمه برنامه ریزي 23 . 3 تمرین

min 2x1 − x2[
x1 + x2 x1 − 1
x1 − 1 3x2 − x1

]
⪰ 0,

x2 ≥ 0.
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ماتریس یک X نتیجه در است. معین نیمه مثبت ماتریس یک X اینجا در برمی گردیم. (27) معین نیمه برنامه ریزي به
که کنید توجه حال .xij = ⟨vi,vj⟩ که طوري به دارند وجود v1, . . . ,vn بردارهاي یعنی ،(4 . 3 گزاره (طبق است گرام
داخلی ضرب Xهمان درایه هاي که آنجا از Xهستند. درایه هاي روي خطی محدودیت هایی (27) قیدهاي هم و هدف تابع هم
داخلی هاي ضرب روي خطی بهینه سازي یک جز نیست چیزي معین نیمه برنامه ریزي این هستند، v1, . . . ,vn بردارهاي
تعدادي داخلی ضرب از که است متغیر هایی روي خطی برنامه ریزي یک معین نیمه برنامه ریزي یک واقع در بردار. تعدادي

می آیند. بدست بردار

بهینه سازي مسأله که کنید تحقیق 24 . 3 تمرین

min 2⟨v,w⟩+ 7∥w∥2 − 7

∥v∥2 + 3 = 2⟨v,w⟩+ 3∥w∥2,

است. 22 . 3 مثال معین نیمه برنامه ریزي با معادل

کنید. بازنویسی بردار ها داخلی ضرب حسب بر را 23 . 3 تمرین معین نیمه برنامه ریزي 25 . 3 تمرین

کوچک ترین برابر زیر معین نیمه برنامه ریزي جواب که دهید نشان باشد. متقارن ماتریس یک C کنید فرض 26 . 3 تمرین
است. C ویژه مقدار

min ⟨C,X⟩

⟨I,X⟩ = tr(X) = 1,

X ⪰ 0.

.1 طول به v بردارهاي روي vtCv کمینه با است برابر C ویژه مقدار کوچک ترین که دهید نشان ابتدا راهنمایی:

سایز (با باشند بلوکی قطري همگی Ai و C ماتریس هاي اگر (27) معین نیمه برنامه ریزي در که دهید نشان 27 . 3 تمرین
نیمه برنامه ریزي جواب شرط این کردن اضافه با یعنی است، بلوکی قطري نیز X که کرد فرض می توان آنگاه بلوك ها) یکسان

کرد. حذف را سوم شرط می توان (29) معین نیمه برنامه ریزي در که بگیرید نتیجه نمی کند. تغییري معین

بگیرید. نظر در را زیر معین نیمه مثبت برنامه ریزي 28 . 3 مثال

min x1 (36)[
x1 1
1 x2

]
⪰ 0.

زیرینه61 باید واقع در کمینه اینجا در که می بینیم .x1x2 ≥ 1 و x1, x2 ≥ 0 با است معادل خطی برنامه ریزي این قید
است. 0 معین نیمه برنامه ریزي این جواب صورت این در که باشد

61Infimum
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حصول قابل شدنی نقطه اي در یا و است، بی نهایت) منفی یا (مثبت بی کران جواب یا که دیدیم خطی برنامه ریزي هاي در
خاص طور به ندارند. را خطی برنامه ریزي هاي رفتاري خوش  معین نیمه برنامه ریزي هاي که می دهد نشان فوق مثال است.

باشد. زیرینه است ممکن (27) در کمینه
برنامه ریزي هاي شرایطی تحت که می کنیم اکتفا نکته این به تنها معین نیمه برنامه ریزي هاي حل چگونگی مورد در اینجا در
[2] به می توانید الگوریتم ها این جزئیات براي کرد. حل کارا طور به داخلی نقطه و بیضوي روش هاي با می توان را معین نیمه

کنید. مراجعه [5] و

دوگان 5 . 3
می شود. تعریف زیر صورت به (27) معین نیمه برنامه ریزي دوگان

max bty (37)
m∑
i=1

yiAi ⪯ C.

است. معین نیمه برنامه ریزي یک خود و (35) فرم به دوگان که کنید توجه
یک X کنید فرض است. ضعیف دوگانگی خطی، برنامه ریزي هاي براي دوگان تعریف همانند دوگان این تعریف دلیل

داریم صورت این در باشد. دوگان براي شدنی نقطه یک y و ((27) (مسأله اصلی مسأله براي شدنی نقطه

bty =
∑
i

biyi =
∑
i

yi⟨Ai, X⟩ ≤ ⟨C,X⟩,

جواب براي پایین کران یک دوگان، شدنی نقطه هر پس کردیم. استفاده X بودن معین نیمه مثبت از آخر نامساوي در که
می دهد. اصلی مسأله بهینه

را معین نیمه برنامه ریزي این که دیدیم کنیم. محاسبه را 22 . 3 مثال معین نیمه برنامه ریزي دوگان می خواهیم 29 . 3 مثال
برابر معین نیمه برنامه ریزي این دوگان نتیجه در شده اند. داده (34) توسط A و C آن در که نوشت (33) صورت به می توان

با است

max 3y − 7 (38)
yA ⪯ C.

کنید تعریف و ،Y = C − yA دهید قرار

A1 =

[
2 1
1 0

]
, A2 =

[
1 −1
−1 1

]
, B =

[
0 0
0 −1

]
.

⟨A1, Y ⟩ = 2 باشیم داشته آن ازاي به که Y متقارن ماتریس هر برعکس، .⟨A2, Y ⟩ = 5 و ⟨A1, Y ⟩ = 2 که کنید توجه
معادل (38) بنابراین .3y− 7 = ⟨B, Y ⟩ داریم دیگر طرف از است. Y = C − yA فرم به نوشتن قابل ⟨A2, Y ⟩ = 5 و

با است

max ⟨Y,B⟩ (39)
⟨A1, Y ⟩ = 2

⟨A2, Y ⟩ = 5

Y ⪰ 0.
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دهید قرار کنیم. محاسبه (31) روي از مستقیم طور به می توانستیم را دوگان از فوق فرم

X̂ =

[
2x1 + x2 x1 − x2
x1 − x2 x2

]
.

نتیجه در و X̂ ≥ B داریم اصلی مسأله براي (x1, x2) شدنی نقطه براي صورت این در .Y ⪰ 0 کنید فرض

⟨B, Y ⟩ ≤ ⟨X̂, Y ⟩ = x1⟨A1, Y ⟩+ x2⟨A2, Y ⟩.

(39) اینها گذاشتن هم کنار با .⟨B, Y ⟩ ≤ 2x1+5x2 داریم آنگاه ⟨A2, Y ⟩ = 5 و ⟨A1, Y ⟩ = 2 کنیم فرض اگر حال
می آید. بدست

با است برابر (35) دوگان که کنید تحقیق 30 . 3 تمرین

max ⟨B, Y ⟩

⟨Ai, Y ⟩ = ci ∀i

Y ⪰ 0.

بگیرید. نظر در را زیر معین نیمه برنامه ریزي 31 . 3 تمرین

min ctx∑
i

xiAi ⪰ B

x ≥ 0.

دوگان که کنید تحقیق کنید. محاسبه را آن دوگان قبل تمرین از استفاده با بعد و بنویسید (35) فرم به را برنامه ریزي این ابتدا
با است معادل

max ⟨B, Y ⟩

⟨Ai, Y ⟩ ≤ ci ∀i

Y ⪰ 0.

شدنی نقطه یک فقط دوگان که کنید تحقیق کنید. محاسبه را 28 . 3 مثال معین نیمه برنامه ریزي دوگان 32 . 3 تمرین
دارد. Y = E11

با است برابر (28) معین نیمه برنامه ریزي دوگان که دهید نشان 33 . 3 تمرین

max bty∑
i

yiAi ⪯ C∑
j

yjA
′
j ⪯ C ′.
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قوي دوگانگی 6 . 3
حال این با نیستند. خطی برنامه ریزي هاي خوش رفتاري به معین نیمه برنامه ریزي هاي دیدیم، 28 . 3 مثال در که همان طور
فارکاس لم تعمیم با ابتدا قضیه این اثبات براي است. برقرار نیز معین نیمه برنامه ریزي براي قوي دوگانگی قضیه شرایطی تحت

می کنیم. شروع

است. شدنی زیر مسأله هاي از یکی دقیقاً معین-همگن) نیمه برنامه ریزي براي فارکاس (لم 34 . 3 لم

0 ̸= X ⪰ 0 و ⟨A1, X⟩ = · · · = ⟨Am, X⟩ = 0 (آ)

y1A1 + · · ·+ ymAm ≻ 0 (ب)

داریم (ب). شدنی نقطه یک y و باشد (آ) از شدنی نقطه یک X کنید فرض اثبات:

0 =
∑
i

yi⟨Ai, X⟩ = ⟨
∑
i

yiAi, X⟩,

یکی حداکثر بنابراین است. تناقض 5 . 3 تمرین (د) قسمت و 0 ̸= X ⪰ 0 و y1A1 + · · ·+ ymAm ≻ 0 به توجه با که
است. شدنی یکی حداقل می دهیم نشان است. شدنی دو این از

کنید تعریف نباشد. شدنی (آ) کنید فرض

Γ = {
(
⟨A1, X⟩, . . . , ⟨Am, X⟩

)
: X ⪰ 0, tr(X) = 1}.

به دارد وجود y ∈ Rm هان-باناخ قضیه طبق است، فشرده و محدب Γ که آنجا از .0 /∈ Γ با است معادل (آ) نبودن شدنی
داریم باشد ناصفر که X ⪰ 0 هر براي یعنی .ytv > 0 داریم v ∈ Γ هر براي که طوري

0 <
∑
i

yi⟨Ai, X⟩ = ⟨
∑
i

yiAi, X⟩.

2 .∑i yiAi ≻ 0 داریم 5 . 3 تمرین (د) قسمت به توجه با صورت این در
است. فارکاس لم از تعمیمی زیر لم

است. شدنی زیر مسأله هاي از یکی دقیقاً معین-ناهمگن) نیمه ریزي برنامه براي فارکاس (لم 35 . 3 لم

0 ̸= X ⪰ 0 و ⟨C,X⟩ ≥ 0 و ⟨A1, X⟩ = · · · = ⟨Am, X⟩ = 0 (آ)

y1A1 + · · ·+ ymAm ≻ C (ب)

کنید. ثابت را فوق لم 36 . 3 تمرین
کنید تعریف راهنمایی:

Âi =

[
Ai 0
0 0

]
, Ĉ =

[
−C 0
0 1

]
,

کنید. استفاده همگن فارکاس لم از و

است. ضعیف دوگانگی از ساده نتیجه اي زیر قضیه

35



نیست. شدنی دوگان باشد، بی کران اصلی مسأله اگر (آ) 37 . 3 قضیه

نیست. شدنی اصلی مسأله باشد، بی کران دوگان اگر (ب)

y و X آنگاه ⟨X,C⟩ =∑i yi⟨Ai, X⟩ باشیم داشته و باشند شدنی دوگان براي y و اصلی مسأله براي X اگر (ج)
است. برابر مسأله دو جواب و هستند دوگان و اصلی مسأله بهینه نقاط

چنین گوییم .X ≻ 0 گاه هر گویند اسلاتر63 نقطه یا شدنی62 اکیداً نقطه یک را اصلی مسأله براي X شدنی نقطه
y شدنی نقطه مشابه طور به باشد. شدنی اکیداً نقطه یک داراي اگر است اسلاتر64 شرط داراي یا است شدنی اکیداً مسأله اي

است. شدنی اکیداً دوگان گوییم داشت وجود y-اي چنین اگر و ،C ≻∑i yiAi اگر است شدنی اکیداً دوگان براي

(x1, x2) = زیرا هستند شدنی اکیداً (23 . 3) تمرین معین نیمه برنامه ریزي همچنین و (31) معین نیمه برنامه ریزي 38 . 3 مثال
معین نیمه برنامه ریزي دوگان که دیدیم 32 . 3 تمرین در همچنین است. مسأله دو هر براي شدنی اکیداً نقطه یک (1, 1)

نیست. شدنی اکیداً نتیجه در و دارد صفر ویژه مقدار یک شدنی نقطه این دارد. شدنی نقطه یک فقط 28 . 3 مثال

ضرب برابر متغیر هایی روي خطی برنامه ریزي یک عنوان به می توان را معین نیمه برنامه ریزي یک که دیدیم 39 . 3 تمرین
وجود شدنی نقطه یک اگر است شدنی اکیداً معینی نیمه برنامه ریزي چنین دهید نشان گرفت. نظر در بردار تعدادي داخلی

باشند. خطی مستقل آن متناظر بردار هاي که باشد داشته

بپردازیم. معین نیمه برنامه ریزي هاي براي قوي دوگانگی به می توانیم حال

بهینه جواب اصلی مسأله آنگاه نباشد. بی کران و باشد شدنی اکیداً دوگان مسأله کنید فرض قوي) (دوگانگی 40 . 3 قضیه
است. برابر هم با مسأله دو جواب  و نیست) زیرینه کمینه (یعنی می کند حصول را خود

و ،∑i y
∗
iAi ≺ C پس باشد. دوگان براي شدنی اکیداً نقطه یک y∗ ∈ Rm کنید فرض اثبات:

⟨C,X⟩ >
∑
i

y∗i ⟨Ai, X⟩, ∀X ̸= 0, X ⪰ 0. (40)

کنید تعریف
α∗ = sup{bty : y ∈ Rm,

∑
i

yiAi ⪯ C}.

دهید قرار نیست. بی نهایت α∗ ∈ R فرض طبق که کنید توجه

Âi =

[
−Ai 0
0 bi

]
, Ĉ =

[
−C 0
0 α∗

]
.

دارد وجود فارکاس لم از استفاده با پس .∑i yiÂi ≻ Ĉ که طور به y ندارد وجود α∗ تعریف به توجه با صورت این در
کنید فرض .1 ≤ i ≤ m براي ⟨Âi, X̂⟩ = 0 و ⟨Ĉ, X̂⟩ ≥ 0 ،X̂ ⪰ 0 که طوري به X̂ ̸= 0

X̂ =

[
X ∗
∗ r

]
.

62Strictly feasible
63Slater point
64Slater’s condition
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داریم و است، ناصفر آنها از یکی حداقل و r ≥ 0 و X ⪰ 0 صورت این در
⟨C,X⟩ ≤ rα∗, ⟨Ai, X⟩ = rbi.

است. تناقض در (40) با که ⟨C,X⟩ ≤ 0 و ⟨Ai, X⟩ = 0 داریم و است ناصفر X صورت این در .r = 0 کنید فرض
داریم و است اصلی مسأله براي شدنی نقطه یک X∗ صورت این در .X∗ = 1

rX دهید قرار .r > 0 می کنیم فرض پس
2 است. تمام ضعیف دوگانگی به توجه با اثبات .⟨C,X∗⟩ ≤ α∗

دارد. را زیر مهم نتیجه هاي فوق قضیه

حصول قابل اصلی مسأله بهینه جواب آنگاه باشند. شدنی اکیداً دوگان و شدنی اصلی مسأله کنید فرض (آ) 41 . 3 قضیه
است. برابر معین نیمه برنامه ریزي دو بهینه جواب و است

است. برابر هم با و حصول قابل آنها بهینه جواب آنگاه باشند. شدنی اکیداً مسأله دو هر کنید فرض (ب)

است. ضعیف دوگانگی از ساده نتیجه اي زیر قضیه

این در باشد. دوگان شدنی نقطه یک y و اصلی مسأله شدنی نقطه یک X کنید فرض مکمل) کمکی (قضیه 42 . 3 قضیه
.X(C −

∑
i yiAi) = 0 اگر فقط و اگر است برابر مسأله دو جواب و هستند بهینه نقاط X,y صورت

بگیرید. نظر در را زیر معین نیمه برنامه ریزي 43 . 3 مثال
min x33

x22 = 0

x12 + x21 + x33 = 1

X ⪰ 0.

و است معین نیمه مثبت X آن در که گرفت نظر در ⟨E33, X⟩ کمینه صورت به می توان را معین نیمه برنامه ریزي این
طبق پس .x12 = x21 = 0 داریم x22 = 0 شرط به توجه با .⟨E12 + E21 + E33, X⟩ = 1 و ⟨E22, X⟩ = 0

عنوان به حال است. 1 برابر آن بهینه جواب پس است. شدنی فوق معین نیمه برنامه ریزي دیگر طرف از .x33 = 1 دوم شرط
با است برابر معین نیمه برنامه ریزي این دوگان که کنید بررسی تمرین

max y2 0 −y2 0
−y2 −y1 0
0 0 1− y2

 ⪰ 0.

شدنی نقطه یک (y1, y2) = (0, 0) همچنین .y2 = 0 که می دهد نتیجه فوق 3 × 3 ماتریس بودن معین نیمه مثبت
مسأله هاي از یک هیچ می بینیم که طور همان است. اصلی مسأله جواب مخالف و 0 برابر دوگان بهینه جواب پس است. دوگان

نیست. برقرار قوي دوگانگی دلیل همین به نیستند. شدنی اکیداً دوگان و اصلی

با است برابر 26 . 3 تمرین معین نیمه برنامه ریزي دوگان که کنید تحقیق 44 . 3 تمرین
max y

yI ⪯ C,

.yI ⪯ C که است y-اي بزرگ ترین C ویژه مقدار کوچک ترین که بگیرید نتیجه قوي دوگانگی از و
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کامپیوتر علوم و ترکیبیات در معین نیمه برنامه ریزي 4
می کنیم. بیان را کامپیوتر علوم و ترکیبیات در معین نیمه برنامه ریزي از کاربرد هایی مثال چند ذکر با بخش این در

بیشینه برش براي گومنز-ویلیامسون الگوریتم 1 . 4
گراف این در برش یک دیدیم قبلاً که طور همان .e ∈ E یال هر براي we ≥ 0 وزن با بگیرید نظر در G = (V,E) گراف
V1 = B آن در که می کند افراز V = V1 ∪ V2 بخش دو به را گراف رئوس که است، ∅ ⊂ B ⊂ V سره زیرمجموعه یک
وزن همچنین .V2 در دیگر سر و است V1 در آنها سر یک که هستند یال هایی برش، این متناظر یال هاي .V2 = U \B و

است. وزن بیشترین با برشی یافتن هدف بیشینه65 برش مسأله در است. برش یال هاي همه وزن مجموع برابر برش هر
کارا طور به بتوانیم که باشیم امیدوار می توانیم حال این با است. NP-سخت بیشینه برش دقیق محاسبه که می دانیم

کنیم. محاسبه را بیشینه برش از تقریبی
با یال هر نتیجه در دهیم. قرار V2 یا V1 درون دیگر رئوس از مستقل و تصادفی طور به را G رأس هر که کنید فرض
برابر آمده بدست برش وزن متوسط ریاضی) امید بودن خطی از استفاده (با نتیجه در و بود خواهد برشی یال یک 1/2 احتمال
اندازه به حداقل آن وزن که کرد محاسبه را برشی می توان تصادفی الگوریتم این با بنابراین یال هاست. همه وزن مجموع 1/2

باشد. بیشینه برش وزن نصف

v1, . . . , vn دلخواه ترتیبی می دهد. را بیشینه برش از یک2-تقریب نیز زیر غیراحتمالاتی الگوریتم که دهید نشان 1 . 4 تمرین
وزن مجموع که این به بسته دهید قرار V2 یا V1 بخش در را vk رأس k-ام، مرحله در بگیرید. نظر در گراف رئوس روي

.V2 ∩ {v1, . . . , vk−1} و vk بین یا ل هاي وزن مجموع یا است بیشتر V1 ∩ {v1, . . . , vk−1} و vk بین یال هاي

بهتري تقریبی الگوریتم هاي می توانیم آیا که است این سؤال داریم. بیشینه برش براي کارا 2-تقریب الگوریتم یک پس
براي بهتري الگوریتم هاي آن از استفاده با می شد سعی که بود روش هایی از یکی خطی برنامه ریزي بیابیم؟ مسأله این براي
یک ازاي (به بود برشی یال یک e ∈ E اگر که کنید تعریف صورت این به را x ∈ {0, 1}E بردار آورد. بدست بیشینه برش
یک تشکیل که e, f, g یال سه هر براي صورت این در .xe = 0 صورت این غیر در و xe = 1 آنگاه (V = V1 ∪ V2 برش
e مثلاً اگر دیگر طرف از .xe + xf + xg ≤ 2 باشیم داشته باید پس است. برشی یال آنها تاي دو حداکثر می دهند، مثلث
برنامه ریزي بنابراین .xe ≤ xf + xg باشیم داشته باید پس است. برشی یال نیز f, g از یکی حداقل آنگاه بود، برشی یال

است. بیشینه برش مسأله شده داده تخفیف زیر خطی

max
∑
e∈E

wexe

xe + xf + xg ≤ 2, efg مثلث هر براي
xe ≤ xf + xg, efg مثلث هر براي
0 ≤ xe ≤ 1, ∀e ∈ E.

آورد؟ بدست بیشینه برش براي بهتري تقریبی الگوریتم می توان فوق خطی برنامه ریزي از استفاده با آیا که است این سؤال حال
برش برابر دو تقریباً آنها براي فوق خطی برنامه ریزي بهینه جواب که دارد وجود گراف هایی زیرا است خیر سؤال این جواب
کردن اضافه با حتی واقع در نمی دهد. ارائه بهینه برش براي خوبی جواب خطی برنامه ریزي این که این نتیجه است. بیشینه

آورد. بدست خطی برنامه ریزي از استفاده با خوبی جواب نمی توان نیز فرد طول به دور هاي همه براي مشابهی قید هاي
65MAXCUT
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نظر در گراف یال هاي ازاي به را xe متغیر هاي خطی، برنامه ریزي از استفاده با بیشینه برش از تقریبی آوردن بدست براي
زیرمجموعه اي حسب بر واقع در برش یک حال این با بودند. برش یک یا ل هاي کننده مشخص نوعی به آنها مقدار که گرفتیم
که بیاوریم بدست بیشینه برش مسأله براي صحیح برنامه ریزي یک که باشد این طبیعی تر شاید پس می شود. تعریف رئوس از

شده اند. اندیس گذاري گراف رئوس با آن متغیرهاي
و باشد V1 عضو i رأس اگر ui = 1 دهید قرار V = V1 ∪ V2 برش ازاي به و V = {1, . . . , n} کنید فرض
معادل بیشینه برش مسأله پس .uiuj = −1 اگر است برشی یال یک e = {i, j} یال حال صورت. این غیر در ui = −1

است. زیر بهینه سازي

max
∑

e={i,j}∈E

1

2
we(1− uiuj) (41)

ui ∈ {±1} ∀i ∈ V.

نظر به کلی طور به است. ui-ها حسب بر دو درجه تابع یک هدف تابع نیست. خطی ولی است صحیح برنامه ریزي یک این
نوشت، صحیح خطی برنامه ریزي یک صورت به u1, . . . , un متغیر هاي حسب بر را بیشینه برش مسأله نمی توان که می رسد

باشد. همین نمی کند کمکی بیشینه برش مسأله حل در خطی برنامه ریزي که این دلیل شاید و
است برابر uiuj صورت این در گرفت. نظر در (R1 در (برداري یک سایز از برداري عنوان به می توان را ui حقیقی عدد
بر می توان هم را آن پس .u2i = 1 با است معادل (41) در ui ∈ {±1} قید همچنین .uj و ui بردار دو داخلی ضرب با
می رسیم. معین نیمه برنامه ریزي یک به برداریم را است یک بردار ها سایز  که این شرط اگر حال نوشت. داخلی ضرب حسب

max
∑

e={i,j}∈E

1

2
we(1− ⟨ui,uj⟩) (42)

∥ui∥2 = 1 ∀i ∈ V.

معین نیمه برنامه ریزي این معادل طور به آنگاه باشد ⟨ui,uj⟩ برابر آن ij-ام درایه که بگیریم ماتریسی را X ∈ Rn×n اگر
نوشت. زیر صورت به می توان را

max
1

2
⟨W,J −X⟩ (43)
⟨Eii, X⟩ = 1 ∀i ∈ V,

X ⪰ 0.

{i, j} اگر و است wij = we برابر است یال یک e = {i, j} که آن ij درایه  که است ماتریسی W ∈ Rn×n اینجا در
هستند. یک آن درایه هاي همه که است ماتریس J ∈ Rn×n همچنین .wij = 0 نباشد یال

برش مسأله معادل نتیجه در و (41) معادل rankX = 1 اضافه شرط با (43) بهینه سازي  مسأله که دهید نشان 2 . 4 تمرین
است. بیشینه

بدست براي بردارها این از چگونه که است این سؤال باشند. (42) براي بهینه اي بردارهاي u1, . . . ,un کنید فرض
کنیم. گرد بیشینه برش مسأله براي جوابی به را (42) جواب چگونه که این یعنی کنیم، استفاده زیاد) وزن (با برش یک آوردن
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قرار باشد. تصادفی بردار یک r کنید فرض است. تصادفی66 ابرصفحه روش از استفاده [10 ،9] ویلیامسون و گومنز ایده
می دهیم

V1 = V1(r) = {i : ⟨ui, r⟩ ≥ 0}, V2 = V2(r) = {i : ⟨ui, r⟩ < 0}.

علامت تابع sign(·) آن در که sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩) اگر است برشی یال یک e = {i, j} یال صورت این در
است:

sign(x) =
{
+1 x ≥ 0,

−1 x < 0.

ریاضی امید صورت این در دهید. نمایش ϕ(r) با را V = V1(r)∪V2(r) برش وزن و ψ(G) با را گراف بیشینه برش وزن
با است برابر ϕ(r)

E[ϕ(r)] =
∑

e={i,j}∈E

we Pr[ باشد برشی یال یک e]

=
∑

e={i,j}∈E

we Pr[sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩)]

Pr[sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩)] = 1
π arccos(⟨ui,uj⟩) دهید نشان (آ) 3 . 4 تمرین

دهیم. انجام است دو بردارها سایز که حالتی براي را محاسبه است کافی راهنمایی:

دهید نشان −1 ≤ c ≤ 1 براي (ب)
1

π
arccos(c) ≥ ρ

2
(1− c), 1− 1

π
arccos(c) ≥ ρ

2
(1− c),

.ρ = 0.87856 آن در که
بگیرید. نظر در را arccos(·) تابع تیلور بسط راهنمایی:

می دهیم. ادامه فوق تمرین از استفاده با

E[ϕ(r)] =
∑

e={i,j}∈E

we Pr[sign(⟨ui, r⟩) ̸= sign(⟨uj , r⟩)]

=
∑

e={i,j}∈E

1

π
we arccos(⟨ui,uj⟩)

≥ ρ
∑

e={i,j}∈E

1

2
we(1− ⟨ui,uj⟩)

≥ ρψ(G),

الگوریتم که این نتیجه کردیم. استفاده است بیشینه برش مسأله شده داده تخفیف (42) که این از آخر نامساوي در که
کافی است. بیشینه برش وزن متوسط برابر ρ اندازه به حداقل آن وزن متوسط که می کند محاسبه را برشی گومنز-ویلیامسون
یک انتخاب با سپس و حل (42) دارند وجود معین نیمه برنامه ریزي هاي حل براي که کارایی الگوریتم هاي از استفاده با است

بیاوریم. بدست را V = V1(r) ∪ V2(r) برش r تصادفی بردار
66Random hyperplane
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بیشینه 2-صدق پذیري 2 . 4
آنها  نقیض باشند. بولی متغیرهایی x1, . . . , xn کنید فرض می شود. تعریف زیر صورت به بیشینه67 2-صدق پذیري مسأله
فرم به بند هایی68 1 ≤ i, j ≤ 2n جفت هاي از تعدادي براي می دهیم. نمایش xn+1 = x̄1, . . . , x2n = x̄n با را
بندها این از تعدادي x1, . . . , xn ∈ {0, 1} انتخاب هر با می دهیم. نمایش E با را جفت ها این مجموعه داریم. xi ∨ xj
صورتی در شوند درست می توانند بندها این از تعدادي چه حداکثر که است این سؤال می شوند. نادرست تعدادي و درست
می توانند هم زمان بند هاي همه آیا که این تصمیم گیري مسأله که کنید توجه شوند. انتخاب x1, . . . , xn ∈ {0, 1} که
الگوریتم حال این با است. حل قابل چندجمله اي زمان در و است، معروف پذیري69 2-صدق مسأله به خیر، یا شوند درست
می توان گومنز-ویلیامسون ایده از استفاده با چگونه که می دهیم توضیح ادامه در نمی دانیم. بیشینه 2-صدق پذیري براي کارایی

آورد. بدست مسأله این براي تقریبی الگوریتمی
2n هستند) پیمانه به (اندیس ها داریم همچنین .xi + xn+i = 1 با است معادل xn+i = x̄i که کنید توجه

xi ∨ xj = x̄i ∧ x̄j = xn+i ∧ xn+j = 1− xn+ixn+j .

زیر. بهینه سازي با است معادل بیشینه پذیري 2-صدق مسأله نتیجه در

max
∑

{i,j}∈E

1− xn+ixn+j (44)

xi + xn+i = 1, ∀i,

xi ∈ {0, 1}.

به .ui = (−1)xi+1 دهیم قرار است کافی نوشت. ±1 متغیرهاي حسب بر می توان را فوق بهینه سازي مسأله
و xi = 1

2(1 + u0ui) صورت این در .u0 = 1 دهیم قرار همچنین کنید فرض شد خواهد مشخص ادامه در که دلیلی
یک هر نوشت. u0, u1, . . . , un ∈ {+1,−1} متغیرهاي برحسب می توان را فوق بهینه سازي مسأله حال .un+i = −ui
uℓuk-ها از مجموعی صورت به می توان را خیر یا باشند n از بیشتر n+ j و n+ i که این به بسته xn+ixn+j جملات از

داریم مثال براي نوشت.

1− x1xn+2 = 1− 1

4
(1 + u0u1)(1− u0u2) = 1− 1

4
(1 + u0u1 − u0u2 − u1u2)

=
1

4

[
(1− u0u1) + (1 + u0u2) + (1 + u1u2)

]
.

(44) که طوري به دارند وجود wij ≥ 0 وزن هاي همچنین و {i, j} جفت هاي از E− و E+ مجموعه هاي که این نتیجه
با است معادل

max
∑

{i,j}∈E+

wij(1 + uiuj) +
∑

{i,j}∈E−

wij(1− uiuj) (45)

ui ∈ {±1}, ∀i.

فوق بهینه سازي مسأله در شدنی نقطه یک (u0, . . . , un) اگر حال این با .u0 = 1 بودیم کرده فرض بالا در که کنید توجه
است. اضافی u0 = 1 شرط پس هدف. تابع مقدار همان با است شدنی نیز (−u0, . . . ,−un) باشد،

67MAX 2SAT
68Clause
692SAT
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آن متناظر گراف و کانال یک :2 شکل

.ρ = 0.87856 آن در که دارد وجود بیشینه 2-صدق پذیري مسأله براي کارا ρ-تقریب الگوریتم یک دهید نشان 4 . 4 تمرین
طول به بردار هاي ui اعداد بجاي یعنی بنویسید، را (45) با متناظر شده داده تخفیف معین نیمه برنامه ریزي ابتدا راهنمایی:
گومنز-ویلیامسون روش از آن بهینه جواب کردن گرد براي سپس دهید. قرار را ⟨ui,uj⟩ داخلی ضرب uiuj بجاي و ui یک

کنید. استفاده 3 . 4 تمرین از آمده بدست جواب متوسط مقدار تحلیل براي و کنید، استفاده

نیمه برنامه ریزي از استفاده با الگوریتم این دارد. وجود نیز بهتري تقریبی الگوریتم  بیشینه 2-صدق پذیري مسأله براي
در .1 ± u0ui ≥ 0 داریم ui ∈ {±1} براي که این اول فرق دارد. فوق الگوریتم با فرق دو و است شده طراحی معین

داریم i, j هر براي نتیجه
u0ui + u0uj + uiuj ≥ −1,

−u0ui − u0uj + uiuj ≥ −1,

−u0ui + u0uj − uiuj ≥ −1,

u0ui − u0uj − uiuj ≥ −1.

روش از استفاده دوم فرق کنیم. اضافه (45) شده داده تخفیف معین نیمه برنامه ریزي در را نامساوي ها این می توانیم بنابراین
[11] به الگوریتم این مورد در بیشتر اطلاعات براي است. معین نیمه برنامه ریزي شدنی نقطه یک کردن گرد براي دیگري

کنید. مراجعه

گراف ها شانون ظرفیت 3 . 4
احتمال توزیع هاي با و است W خروجی مجموعه  یک و V ورودي مجموعه یک داراي اطلاعات انتقال براي کانال یک
p(w|v) احتمال با کانال خروجی آنگاه باشد v ∈ V کانال ورودي اگر که معنی این به می شود، مشخص p(w|v) شرطی
بین یال یک با داد نمایش V ∪ W رئوس روي دوبخشی گراف یک با می توان را کانالی چنین است. w ∈ W برابر
خروجی مجموعه و V = {v1, . . . , v5} ورودي مجموعه با کانال یک 2 شکل در باشد. ناصفر p(w|v) اگر w و v
است، w1 حتماً خروجی آنگاه باشد، v1 ورودي مثال براي اگر کانال این در است. شده داده نمایش W = {w1, w2, w3}

بود. خواهد w2 برابر 0.8 احتمال با و w1 برابر 0.2 احتمال با خروجی باشد v3 ورودي اگر و
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متناظر کد سپس و می کند کدگذاري70 کانال ورودي در را خود پیام فرستنده، کانال این از استفاده با اطلاعات انتقال براي
فرض مثال براي می کند. کدگشایی71 را آن و دریافت را کانال خروجی گیرنده سپس می فرستد. کانال روي بر را پیام آن با
ورودي در را m2 پیام ،v1 ورودي در را m1 پیام و دهد، انتقال را m1,m2,m3 پیام سه از یکی بخواهد فرستنده که کنید
فرستنده پیام که بود خواهد مطمئن کند، دریافت را w2 خروجی گیرنده اگر حال کند. کد v5 ورودي در را m3 پیام و v3
خروجی اگر ترتیب همین به است. امکان پذیر آن براي w2 خروجی که است v3 تنها این v1, v3, v5 بین از زیرا است m2

است m1 فرستنده پیام که بود نخواهد مطمئن ببیند خروجی در را w1 گیرنده اگر ولی است. m3 پیام آنگاه باشد، w3 کانال
دارد. وجود خطا احتمال کدگشایی در حالت این در یعنی ،m2 یا

از یکی بخواهد فرستنده کنید فرض کند. استفاده یک از بیشتر طول به کدهاي از می تواند فرستنده کلی تر حالت در
به که صورت این به کند، استفاده n طول به کلمه-کدهاي72 از می تواند کار این براي دهد. انتقال را m1, . . . ,mk پیام هاي
کلمه-کد می تواند کانال از استفاده بار n با حال کند. مشخص vi = (vi1, . . . , vin) ∈ V n دنباله یک mi پیام هر ازاي
می دهد قرار vi2 برابر را ورودي دوم استفاده در و ،vi1 برابر را کانال ورودي اول استفاده در که صورت این به دهد، انتقال را vi

(مانند سپس می کند. دریافت را Wn عضو یک هم روي و خروجی، یک گیرنده کانال، از استفاده بار هر ازاي به آخر. الی و
خطا بدون را پیام بتواند گیرنده اگر بزند. حدس را فرستنده پیام می کند سعی کلمه-کدها ساختار از استفاده با بالا) مثال
که معنی این به بود، خواهد k1/n برابر کد این نرخ74 همچنین گویند. خطا73 بدون کد یک v1, . . . ,vk کد به بزند حدس
کلمه-کد k شده داده k, n براي که صورتی در داد.75 انتقال پیام k1/n می توان کانال از استفاده بار هر با متوسط طور به
نرخ یک را k1/n آنگاه باشند کدگشایی قابل خطا احتمال بدون که طوري به باشند داشته وجود n طول به v1, . . . ,vk

گویند. کانال آن ظرفیت77 را کانال یک خطاي بدون حصول قابل نرخ هاي همه سوپریمم گویند. خطا بدون حصول76 قابل

Θ = sup{k1/n : دارد وجود کلمه-کد k با n طول به خطا بدون کد یک }.

اگر و ،V =W است یکسان خروجی و ورودي مجموعه همانی کانال در کنیم. بررسی را همانی کانال مثال دهید اجازه
بگیریم نظر در را n طول به ممکن کد هاي کلمه همه اگر بنابراین است. v حتماً نیز خروجی آنگاه باشد v ∈ V کانال ورودي
ورودي باشد v ∈ V n خروجی (اگر هستند کدگشایی قابل خطا احتمال بدون کلمه-کدها این آنگاه (V n اعضاي همه (یعنی
بنابراین است. k1/n = |V | آن با متناظر نرخ و k = |V |n با است برابر کد این کلمه-کدهاي تعداد است). v حتماً نیز

است. |V | برابر همانی کانال خطاي بدون ظرفیت
کلمه-کدهاي با کد که دیدیم 2 شکل مثال در کنیم. طراحی n = 1 طول به خطا بدون کد یک بخواهیم که کنید فرض
باشد w1 کانال خروجی اگر پس هستند، ناصفر دو هر p(w1|v3) و p(w1|v1) زیرا نیست، خطا بدون کد یک {v1, v3, v5}
هستند اشتباه78 قابل v1, v3 اصطلاح در بزنیم. حدس {v1, v3, v5} کلمه-کدهاي بین از خطا بدون را ورودي نمی توانیم

باشند. داشته حضور خطا بدون کد یک در نمی توانند هم زمان دو هر پس
گراف یک اشتباهات گراف می کنیم. تعریف را کانال یک با متناظر اشتباهات79 گراف می توانیم فوق مشاهده به توجه با

70Encoding
71Decoding
72Codewords
73Zero error code
74Rate

k1/n واقع در می شود. نظر صرف لگاریتم از راحتی براي ترکیبیات در است. صحیح تر که می گویند کد نرخ k1/n لگاریتم به اطلاعات نظریه 75در

انتقال. قابل بیت هاي تعداد log2(k)/n و است انتقال قابل پیام هاي تعداد
76Achievable rate
77Capacity
78Confusable
79Confusability graph
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باشد داشته وجود یعنی باشند، اشتباه قابل اگر مجاورند v ∼ v′ آن در و است کانال) ورودي (مجموعه V رئوس مجموعه با
نمایش (ب) 2 شکل در (آ) 2 شکل کانال اشتباهات گراف باشند. ناصفر دو هر p(w|v′) و p(w|v) که طوري به w ∈ W
کانال اشتباهات گراف که کنید توجه همچنین مجاورند. گراف این در v1, v3 رئوس می بینیم که طور همان است. شده داده

است. یال) (بدون تهی گراف همانی،
قابل کلمه-کد دو هیچ داراي که است C ⊆ V زیرمجموعه یک n = 1 طول به خطا بدون کد یک کلی حالت در
عدد باشد. رأسی مستقل80 مجموعه یک C اگر فقط و اگر خطاست بدون کد یک C ⊆ V گراف ها زبان به نیست. اشتباهی
سایز که این نتیجه می شود. داده نمایش α با و است آن رأسی مستقل مجموعه بزرگترین سایز برابر گراف یک استقلال81

کانال. آن با متناظر گراف استقلال عدد با است برابر کانال یک n = 1 طول به خطاي بدون کد بزرگترین
C ⊆ V n زیرمجموعه یک n طول به کد یک کرد. تکرار نیز بیشتر طول به کدهاي براي می توان را استدلال همین
C در v′ = (v′1, . . . , v

′
n) و v = (v1, . . . , vn) کلمه-کدهاي باشد نداشته وجود اگر فقط و اگر خطاست بدون و است

طوري به w = (w1, . . . , wn) باشد نداشته وجود که این یعنی v,v′ نبودن اشتباه قابل اینجا در باشند. اشتباه قابل که
.p(wℓ|vℓ), p(wℓ|v′ℓ) ̸= 0 باشیم داشته ℓ هر براي که

گراف دو براي کرد. استفاده گراف ها82 قوي ضرب از می توان یک از بیشتر طول به کدهاي ساختار فهمیدن براي
V ×W رئوس مجموعه با است گرافی می شود، داده G⊠Hنمایش با که آنها قوي Hضرب = (W,F ) Gو = (V,E)

همچنین و باشند مجاور G در یا برابر v, v′ اگر (v′, w′) و (v, w) متفاوت رأس دو بین (v, w) ∼ (v′, w′) یال هاي و
باشند. مجاور H در یا برابر w,w′

(v, w) ∼ (v′, w) ⇔ (v ̸= v′ ∨ w ̸= w′) ∧ (v = v′ ∨ v ∼ v′) ∧ (w = w′ ∨ w ∼ w′).

کامل، گراف دو قوي ضرب همچنین است. G از کپی تعدادي اجتماع برابر یال بدون گرافی در G گراف قوي ضرب مثال براي
با را خودش در گراف ضرب بار n و G⊠G = G⊠2 با را خودش در گراف یک قوي ضرب راحتی براي است. کامل گرافی

می دهیم. نمایش G⊠n

.AG⊠H = AG⊗AH+I⊗AH+AG⊗I دهید نشان گرافGباشد. مجاورت AGماتریس کنید فرض 5 . 4 تمرین

به v′ = (v′1, . . . , v
′
n) و v = (v1, . . . , vn) صورت این در باشد. مطالعه مورد کانال اشتباهات گراف G کنید فرض

بزرگترین سایز که این نتیجه باشند. G⊠nمجاور رئوس عنوان به v,v′ اگر هستند اشتباه قابل n طول به کلمه-کد دو عنوان
کانال خطاي بدون ظرفیت همچنین .G⊠n گراف استقلال عدد یعنی ،α(G⊠n

) با است برابر n طول به خطاي بدون کد
با است برابر

Θ(G) = sup
n
α
(
G⊠n

)1/n
= sup

n
α
(
G⊠n

)1/n
. (46)

گویند. G گراف شانون83 ظرفیت را فوق عبارت
80Independent set
81Independence number
82Strong product of graphs
83Shannon capacity
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شانون ظرفیت محاسبه 4 . 4
به است. مهم p(w|v) احتمالات بودن ناصفر یا و صفر فقط کانال یک خطاي بدون ظرفیت محاسبه براي دیدیم که همان طور
حسب بر می توان را کانال یک خطاي بدون ظرفیت که دیدیم کردیم. تعریف را کانال با متناظر اشتباهات گراف دلیل همین
فقط و کرده فراموش را مطالعه مورد کانال بعد به جا این از لذا نوشت. قوي) ضرب (با اشتباهات گراف توان هاي استقلال عدد

می گیریم. نظر در را آن با متناظر G = (V,E) اشتباهات گراف
آنگاه باشند رأسی مستقل U ′ ⊆ V ′ و U ⊂ V اگر زیرا α(G ⊠ G′) ≥ α(G) · α(G′) که کنید توجه
.Θ(G) ≥ α(G) و α(G⊠n

)
≥ α(G)n بنابراین ′G⊠Gاست. در رأسی مستقل زیرمجموعه یک U×U ′ ⊆ V ×V ′

که داد نشان می توان همچنین فکت84) لم (و خاصیت این از استفاده با
Θ(G) = lim

n→∞
α
(
G⊠n

)1/n
. (47)

گراف ها استقلال عدد محاسبه می دانیم که طور همان است. سختی بسیار مسأله کلی حالت در شانون ظرفیت محاسبه
و محاسبه n هر براي را G⊠n استقلال عدد باید زیرا است سخت تر هم این از شانون ظرفیت محاسبه ولی است. NP-تمام

کنیم. حساب را (47) حد سپس
استفاده با مثال براي آورد. بدست خطا بدون کدگذاري مورد در [12] خود اصلی مقاله  در را گراف ها از بعضی ظرفیت شانون
Q1 = {v1, v2, v3} که کنید توجه است. 2 برابر (ب) 2 شکل گراف شانون ظرفیت که می کنیم استدلال شانون ایده از
حداکثر گراف استقلال عدد بنابراین می کنند. افراز را گراف رئوس که هستند G گراف از خوشه85 دو Q2 = {v4, v5} و
مجموعه یک {v1, v5} دیگر طرف از است. خوشه هر از عضو یک حداکثر داراي رأسی مستقل مجموعه یک زیرا است 2
این اول نکته کرد. تکرار نیز گراف G⊠n توان هاي براي می توان را استدلال همین .α(G) = 2 پس است رأسی مستقل
رئوس خوشه 2n این که این دوم نکته و است، G⊠n در خوشه یک ℓ1, . . . , ℓn ∈ {1, 2} هر براي Qℓ1 × · · ·Qℓn که
و α(G⊠n

)
= 2n که این نتیجه .α(G⊠n

)
≥ α(G)n دیگر طرف از .α(G⊠n

)
≤ 2n پس می کنند، افراز را گراف

.Θ(G) = 2

ظرفیت می توان ایده این با .Θ(G) = α(G) آنگاه کرد افراز خوشه α(G) به Gرا گراف رئوس بتوان اگر کلی حالت در
کرد. حساب را رأسی چهار گراف هاي

Θ(C5) ≥
√
5 > 2 = بگیرید نتیجه است. پنج طول به دور C5 آن در که α(C⊠2

5

)
= 5 دهید نشان 6 . 4 تمرین

.α(C5)

که بود گرافی کوچکترین C5 واقع در نیست. α(C5) برابر C5 گراف ظرفیت می بینیم بالا تمرین در که طور همان
از استفاده با [13] لواز که این تا بود باز سال ها C5 گراف ظرفیت محاسبه مسأله کند. محاسبه را آن ظرفیت نتوانست شانون
خطی برنامه ریزي از استفاده در شانون ایده دهید اجازه لواز کار به پرداختن از قبل کرد. محاسبه را آن معین نیمه برنامه ریزي

دهیم. توضیح را گراف ها ظرفیت محاسبه براي
مجموعه یک U ⊆ V کنید فرض بگیرید. نظر در را V = {1, . . . ,m}رئوس مجموعه روي G = (V,W ) گراف
بردار را x ∈ {0, 1}V اگر .|Q ∩ U | ≤ 1 داریم Q ⊆ V خوشه هر براي صورت این در باشد. G در رأسی مستقل

داریم معادل طور به آنگاه i ∈ U اگر فقط و اگر xi = 1 یعنی دهیم، قرار U ∑مشخصه
i∈Q

xi ≤ 1, Q خوشه هر براي .

84Fekete’s lemma
85Clique
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مستقل مجموعه یک U = {i : xi = 1} آنگاه باشند برقرار فوق نامساوي هاي شده داده x ∈ {0, 1}V براي برعکس
برنامه ریزي سپس و کرد بازنویسی صحیح خطی برنامه ریزي یک صورت به می توان را استقلال عدد مسأله بنابراین است. رأسی

کرد. محاسبه را آن شده داده تخفیف خطی

max
∑
i∈V

xi (48)∑
i∈Q

xi ≤ 1, Q ∈ Qmax

0 ≤ xi ≤ 1, ∀i ∈ V.

به اگر است ماکسیمال خوشه یک Q) است G ماکسیمال خوشه هاي همه Qmaxمجموعه = Qmax(G) از منظور اینجا در
همه براي باشد، برقرار ماکسیمال خوشه هاي براي اول قید اگر که کنید توجه نباشد). دیگري خوشه هیچ زیرمجموعه سره طور
را خطی برنامه ریزي این بهینه جواب می گیریم. درنظر را ماکسیمال خوشه هاي فقط راحتی براي ما ولی است برقرار خوشه ها

می گویند. کسري86 رأسی دسته بندي عدد آن به و می دهند نمایش α∗(G) با

زیر. خطی برنامه ریزي بهینه جواب با است برابر α∗(G) که دهید نشان قوي دوگانگی از استفاده با 7 . 4 تمرین

min
∑

Q∈Qmax

yQ (49)
∑
Q∋i

yQ ≥ 1, ∀i ∈ V

yQ ≥ 0, ∀Q ∈ Qmax.

α∗(G) آیا که است این سؤال حال .α(G) ≤ α∗(G) داریم است استقلال عدد شده داده تخفیف (48) که آنجا از
خیر؟ یا هست نیز Θ(G) براي بالایی کران

برعکس،  است. G⊠G′ خوشه یک Q×Q′ آنگاه باشد. Q′ گراف خوشه یک Q′ و G گراف خوشه یک Q کنید فرض
است. Q×Q′ فرم به خوشه یک زیرمجموعه G⊠G′ خوشه هر که دهید نشان می توانید تمرین عنوان به

.Qmax(G⊠G′) = Qmax(G)×Qmax(G
′) کنید ثابت 8 . 4 تمرین

(48) بهینه نقطه یک x′ کنید فرض همچنین .∑i xi = α∗(G) که طوري به باشد (48) بهینه نقطه یک x کنید فرض
z ∈ RV×V ′ فوق تمرین از استفاده با .z = x ⊗ x′ دهید قرار .∑j x

′
j = α∗(G′) که طوري به باشد G′ گراف براي

داریم Q′ ∈ Qmax(G
′) و Q ∈ Qmax(G) براي زیرا است، G⊠G′ براي (48) خطی برنامه ریزي براي شدنی نقطه یک

∑
(i,j)∈Q×Q′

zij =
∑

(i,j)∈Q×Q′

xix
′
j =

∑
i∈Q

xi

 ·
∑

j∈Q′

x′j

 ≤ 1.

بیشینه سازي مسأله یک (48) که آنجا از .α∗(G)α∗(G′) با است برابر z شدنی نقطه براي هدف تابع مقدار ترتیب همین به
.α∗(G⊠G′) ≥ α∗(G)α∗(G′) می گیریم نتیجه است

86Fractional vertex packing
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گراف هاي براي (49) بهینه نقطه دو y′ و y کنید فرض کرد. پیاده (49) یعنی دوگان مسأله روي می توان را ایده همین
G ⊠ G′ گراف براي (49) شدنی نقطه یک y ⊗ y′ که داد نشان می توان 8 . 4 تمرین از استفاده با دوباره باشند. G′ و G
است کمینه سازي مسأله یک (49) چون حال .α∗(G)α∗(G′) با است برابر y ⊗ y′ ازاي به هدف تابع همچنین است.

داریم فوق نتیجه دو گذاشتن هم کنار با .α∗(G⊠G′) ≤ α∗(G)α∗(G′) می گیریم نتیجه

α∗(G⊠G′) = α∗(G)α∗(G′). (50)

است. ضربی همچنین و استقلال، عدد براي بالایی کران α∗ که دیدیم برمی گردیم. شانون ظرفیت محاسبه مسأله به حال
داریم n هر براي نتیجه در

α(G⊠n) ≤ α∗(G⊠n) = α∗(G)n.

می آوریم بدست شانون ظرفیت تعریف در نامساوي این از استفاده با

Θ(G) ≤ α∗(G).

.Θ(C5) ≤ 5/2 بگیرید نتیجه و α∗(C5) = 5/2 که کنید تحقیق 9 . 4 تمرین

نوشتن گرفت. قرار استفاده مورد شانون ظرفیت براي بالایی کران آوردن بدست در خطی برنامه ریزي چگونه که دیدیم
بود ایده اي خطی برنامه ریزي یک به آن دادن تخفیف سپس و صحیح خطی برنامه ریزي یک برحسب ترکیبیاتی مسأله یک
بالاي کران بودن ضربی اثبات بردیم، بکار اینجا در که جدیدي ایده  گرفت. قرار استفاده مورد نیز دیگري مسأله هاي براي که
به توجه با کردیم. استفاده خطی برنامه ریزي قوي دوگانگی از هم تساوي این اثبات براي .(50) یعنی بود، شده داده تخفیف
(49) که این از استفاده با بعد .α∗(G ⊠ G′) ≥ α∗(G)α∗(G′) کردیم ثابت بود بیشینه سازي مسأله یک (48) که این
مورد بسیار مستقیم87 ضرب قضیه هاي اثبات براي ایده این کردیم. ثابت را نامساوي عکس جهت بود کمینه سازي مسأله یک

دید. خواهیم را تکنیک این از دیگري مثال هاي ادامه در می گیرد. قرار استفاده

گراف ها براي لواز عدد 5 . 4
یک U ⊆ V کنید فرض باشد. استقلال عدد شده داده تخفیف که بیاوریم بدست معین نیمه برنامه ریزي یک می خواهیم

داریم صورت این در .i /∈ U اگر xi = 0 و ،i ∈ U اگر xi = 1 کنید تعریف باشد. رأسی مستقل مجموعه

xixj = 0, ∀i ∼ j, (51)

همچنین و

|U | =
∑
i

xi. (52)

اعداد از xi-ها دادن تخفیف با دیدیم قبلاً که همان طور پس است. x1, . . . , xm اعداد حاصل ضرب حسب بر (51) شرط
به نمی توان و است خطی xi-ها حسب بر (52) ولی نوشت. بردارها داخلی ضرب حسب بر را آن می توان بردارها به حقیقی

که کنیم توجه است کافی حال این با نوشت. داخلی ضرب برحسب را آن مستقیم طور
∑
i,j

xixj =

(∑
i

xi

)2

= |U |2.

87Direct product theorems
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داریم آنگاه x′i = xi/|U |1/2 دهیم قرار ∑حال اگر
i

x′ix
′
i = 1,

∑
i,j

x′ix
′
j = |U |.

می رسیم. استقلال عدد از تخفیفی عنوان به زیر معین نیمه برنام ریزي به فوق ایده هاي گذاشتن هم کنار با

max
∑
i,j

⟨ui,uj⟩ (53)

⟨ui,uj⟩ = 0 ∀i ∼ j∑
i

⟨ui,ui⟩ = 1.

فوق توضیحات به توجه با می گویند. لواز عدد آن به و می دهند نمایش ϑ(G) با را فوق معین نیمه برنام ریزي بهینه جواب
.α(G) ≤ ϑ(G) داریم

با است معادل (53) دهید نشان 10 . 4 تمرین
max ⟨J, Z⟩ (54)

⟨Eij , Z⟩ = 0, ∀i ∼ j,

⟨I, Z⟩ = tr(Z) = 1,

Z ⪰ 0,

ناصفر درایه  تنها که است ماتریسی Eij و است همانی ماتریس I هستند، 1 آن درایه هاي همه که است ماتریسی J آن در که
است. 1 برابر و ij آن

با است برابر (54) دوگان واقع در و (53) دوگان که دهید نشان می توانید تمرین عنوان به

min t (55)∑
i,j:i∼j

rijEij + tI ⪰ J.

کنید تعریف نوشت. می توان نیز دیگري صورت به را فوق معین نیمه برنامه ریزي

Y =
∑

i,j:i∼j

rijEij + tI − J.

با است معادل (55) بنابراین .yij = −1 داریم i ≁ j که i, j هر براي و yii = t− 1 داریم صورت این در

min t (56)
⟨Eij , Y ⟩ = −1, ∀i ≁ j

⟨Eii, Y ⟩ = t− 1, ∀i,

Y ⪰ 0.

نیز (56) بهینه جواب نتیجه در و می باشند دارا را قوي دوگانگی قضیه شرایط (56) و (54) که است بررسی قابل راحتی به
است. ϑ(G)
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آن. رنگی عدد χ(Ḡ) و است G گراف متمم Ḡ آن در که α(G) ≤ ϑ(G) ≤ χ(Ḡ) داریم G گراف هر براي 11 . 4 قضیه

بگیرید. نظر در را رنگ k با Ḡ آمیزي رنگ  یک دوم نامساوي براي کردیم. ثابت قبلاً که را α(G) ≤ ϑ(G) نامساوي اثبات:
غیر در و باشند متفاوت i, j رئوس رنگ اگر yij = −1 دهید قرار کنید. تعریف زیر صورت به را Y ماتریس درایه هاي
که می شود نتیجه آنگاه Y ⪰ 0 دهیم نشان اگر صورت این در .t = k دهید قرار همچنین .yij = k − 1 صورت این

می شود. نتیجه زیر تمرین از Y بودن معین نیمه مثبت .ϑ(G) ≤ k
2

J ⪰ 0 بگیرید نتیجه .tr(J) با است برابر J ناصفر ویژه مقدار تنها و است یک برابر J رتبه دهید نشان (آ) 12 . 4 تمرین
.

نشان هستند. نامنفی و برابر هم بلوك ها درایه هاي همه که طوري به باشد بلوکی قطري ماتریس یک W کنید فرض (ب)
.W ⪰ 0 و است ناصفر بلوك هاي تعداد برابر W ناصفر ویژه مقادیر تعداد دهید

که بگیرید نتیجه کنید. محاسبه را W − J ویژه مقادیر و می شود، جابجا J با قبل قسمت W ماتریس دهید نشان (ج)
است. معین نیمه مثبت 11 . 4 قضیه اثبات در شده تعریف Y ماتریس

کنیم ثابت می خواهیم دادیم، انجام α∗(G) براي که محاسباتی مانند برگردیم. گراف ها شانون ظرفیت محاسبه مسأله به
است. ضربی نیز ϑ(G)

.ϑ(G⊠G′) = ϑ(G)ϑ(G′) داریم G,G′ گراف دو هر براي 13 . 4 قضیه

یک Z ⊗ Z ′ صورت این در باشند. G′ براي آن بهینه نقطه یک Z ′ و G براي (54) بهینه نقطه یک Z کنید فرض اثبات:
.ϑ(G⊠G′) ≥ ϑ(G)ϑ(G′) بنابراین .ϑ(G)ϑ(G′) هدف تابع مقدار با است G⊠G براي (54) شدنی نقطه

یک (Y ′, t) و G براي (56) بهینه نقطه یک (Y, t) اگر می کنیم. استفاده دوگان از نامساوي دیگر جهت اثبات براي
(56) شدنی نقطه یک W = Y ⊗ Y ′ + J ⊗ Y ′ + Y ⊗ J آن در که (W, tt′) آنگاه باشند، G′ براي آن بهینه نقطه

.ϑ(G⊠G′) ≤ ϑ(G)ϑ(G′) داریم پس .tt′ = ϑ(G)ϑ(G′) هدف تابع مقدار با است G⊠G′ براي
2

.ϑ̄(G⊠G′) = ϑ̄(G)ϑ̄(G′) کنید ثابت است. G گراف متمم Ḡ آن در که ϑ̄(G) = ϑ(Ḡ) کنید تعریف 14 . 4 تمرین

داریم 13 . 4 قضیه از استفاده با
α(G⊠n) ≤ ϑ(G⊠n) = ϑ(G)n.

نتیجه در
Θ(G) ≤ ϑ(G).

می توان بهینه طور به بنابراین است. محاسبه قابل کارا طور به و است، معین نیمه برنامه ریزي یک جواب ϑ(G) که کنید توجه
از استفاده با لواز آمد. بدست 1979 سال در [13] لواز توسط بالا کران این آورد. بدست گراف ها ظرفیت براي بالایی کران

کرد. حساب را C5 ظرفیت فوق کران
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.Θ(C5) =
√
5 15 . 4 نتیجه

ϑ(C5) محاسبه براي .ϑ(C5) =
√
5 دهیم نشان است کافی بنابراین .Θ(C5) ≥

√
5 که دیدیم 6 . 4 تمرین در اثبات:

i 7→ i + 1( جایگشت ماتریس P کنید فرض باشد. (56) شدنی نقطه یک (Y, t) کنید فرض می کنیم. استفاده دوگان از
است این در نکته .(t (یعنی هدف تابع مقدار همان با است شدنی نقطه یک نیز (PY P t, t) صورت این در باشد. mod 5)

اگر است، P تقارن داراي گراف این که آنجا از حال است. شده تعریف C5 گراف حسب بر (56) معین نیمه برنامه ریزي که
کرد استدلال می توان ترتیب همین به می آوریم. بدست شدنی نقطه اي هم باز دهیم، جایگشت تقارن این تحت را Y ماتریس

آن در که (Y ′, t) که

Y ′ =
1

5

4∑
k=0

P kY (P t)k,

.PY ′P t = Y ′ یعنی ناورداست، P تحت Y ′ که کنید توجه حال هدف. تابع مقدار همان با است شدنی نقطه یک نیز
ناورداست. P تحت نیز بهینه ماتریس که کرد فرض می توان مسأله کلیت از شدن کاسته بدون بنابراین

شرط در که Y ماتریس هر .PY P t = P که طوري به باشد (56) بهینه نقطه یک (Y, t) که می کنیم فرض بنابراین
.C5 در i ∼ j اگر فقط bij ̸= 0 که است ماتریسی B آن در که Y = tI − J +B فرم به نوشتن قابل کند صدق (56)
فرم به نوشتن قابل فوق شرط هاي با B متقارن ماتریس هر .PBP t = B با است معادل PY P t = Y صورت این در

است. زیر مسأله بهینه جواب ϑ(C5) بنابراین است. C5 مجاورت ماتریس A آن در که است B = rA

min t

tI − J + rA ⪰ 0.

مقادیر که می شود نتیجه می شوند،  جابجا A با I, J که این از استفاده با همچنین .{2, ±
√
5−1
2 } با برابرند A ویژه مقادیر

با است برابر ϑ(C5) بنابراین .{t− 5 + 2r, t+ ±
√
5−1
2 · r} با برابرند tI − J + rA ویژه

min
r

max{5− 2r,
±
√
5 + 1

2
· r}.

.ϑ(C5) =
√
5 بنابراین است. r = 5−

√
5

2 آن بهینه نقطه و است خطی برنامه ریزي یک واقع در این
2

C5 تقارن هاي همان نیز بهینه Y که کرد فرض می توان که دیدیم کردیم. استفاده C5 گراف تقارن هاي از فوق اثبات در
معین نیمه برنامه ریزي یک در بهینه نقطه یک یافتن هدف آنها در که دیگري اثبات هاي و محاسبات در ایده این داراست. را
رئوس روي G تقارن هاي گروه اگر داد نشان می توان ایده این با مثال براي می گیرد. قرار استفاده مورد است، تقارن تعدادي با
می توانید ادعا این اثبات براي است. G رئوس تعداد m آن در که ϑ(G)ϑ(Ḡ) = m آنگاه کند عمل ترایا88 صورت به آن

کنید. مراجعه [13] لواز مقاله به
Θ(G) < آنها ازاي با که دارد وجود گراف هایی حال این با می دهد. رخ تساوي C5 براي و Θ(G) ≤ ϑ(G) که دیدیم
وجود لواز عدد از تعمیم هایی همچنین کنید. مراجعه [15 ،14] به زمینه این در بیشتر جزئیات براي است. اکید ϑ(G)
و [18 ،17 ،16] به می توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات براي می گویند. زیگیدي90 عدد و اسکرایور89 عدد آنها به که دارد

کنید. مراجعه [19] همچنین
88vertex transitive
89Schrijver number
90Szegedy number
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داشته وجود f : V → V ′ یعنی باشد، داشته وجود G′ به G از گرافی هم ریختی91 یک کنید فرض (آ) 16 . 4 تمرین
.ϑ̄(G) ≤ ϑ̄(G′) دهید نشان .G′ در f(i) ∼ f(j) آنگاه باشند V در مجاور رأس دو i ∼ j اگر که طوري به باشد

کنید. ثابت (آ) قسمت از نتیجه اي عنوان به را 11 . 4 قضیه (ب)

.∥∑i ui∥2 = ϑ(G) دهید نشان هستند. (53) براي بهینه اي بردارهاي u1, . . . ,um کنید فرض (آ) 17 . 4 تمرین

کنید تعریف (ب)
wi =

1

∥ui∥
ui, c =

1

∥
∑

i ui∥
∑
i

ui.

نامساوي از استفاده با .i ∼ j اگر ⟨wi,wj⟩ = 0 و هستند یک طول به بردارهاي c و wi-ها صورت این در
دهید i∑نشان ∥ui∥2 = 1 و ∑کوشی-شوارتز

i

⟨wi, c⟩2 ≥ ϑ(G).

بگیرید نتیجه است. (48) براي شدنی نقطه یک آمده بدست x بردار که دهید نشان .xi = ⟨wi, c⟩2 کنید تعریف (ج)
.ϑ(G) ≤ α∗(G) داریم G گراف هر براي که

.∑j⟨b,ai⟩2 = ∥b∥2 داریم b بردار و {a1, . . . ,ad} یکه متعامد پایه هر براي راهنمایی:

یک-دوره بازي هاي 6 . 4
Γ : A × B × S × T → {0, 1} تابع یک و S, T,A,B متناهی مجموعه چهار با بازیکن92 دو با یک-دوره بازي یک
بازي ابتداي در داور می شود. انجام می نامیم، بابک و آذر را آنها که بازیکن دو بین داور یک با بازي می شود. مشخص
بابک و a ∈ A آذر سپس می کند. ارسال بابک براي را t و آذر براي را s و انتخاب، تصافی طور به را (s, t) ∈ S × T
که کنید کنید توجه .Γ(a, b, s, t) = 1 اگر هستند بازي برنده بابک و آذر می فرستند. داور براي پاسخ عنوان به را b ∈ B
بعد ولی کنند توافق استراتژي یک روي بازي شروع از قبل می توانند آنها رقیب. نه و هستند شریک بازي این در بابک و آذر
توزیع یک با را (s, t) ∈ S × T داور کلی حالت در که این دیگر نکته باشند. داشته ارتباط هم با نمی توانند بازي شروع از
این که کنید فرض می توانید راحتی براي اینجا در حال این با می کند. انتخاب π(s, t) شده تعیین پیش از دلخواه احتمال
انتخاب π(s, t) = 1

|S×T | احتمال با را (s, t) ∈ S × T هر داور پس است. S × T روي یکنواخت احتمال توزیع یک
می کند.

است: زیر شرح به بازي انجام مراحل خلاصه طور به

می شود. مشخص G = (A,B, S, T, π,Γ) با بازي .1

می کند. ارسال بابک براي را t و آذر براي را s انتخاب، π(s, t) احتمال با را (s, t) ∈ S × T داور .2

عضو t مشاهده از پس بابک ترتیب همین به می فرستد. داور براي و انتخاب را a ∈ A عضو s مشاهده از پس آذر .3
می فرستد. داور براي و انتخاب را b ∈ B

91Homomorphism
92Two-player one-round game
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.Γ(a, b, s, t) = 1 اگر برنده اند بابک و آذر خیر. یا Γ(a, b, s, t) = 1 آیا که می کند بررسی داور .4

براي استراتژي یک کنند. توافق هم با استراتژي یک روي می توانند بازي شروع از قبل بابک و آذر گفتیم که طور همان
به می کند. ارسال را a = f(s) پاسخ کرد دریافت را s آذر اگر که صورت این به است f : S → A تابع یک واقع در آذر
تحت بابک و آذر برد احتمال صورت این در می شود. مشخص g : T → B تابع یک با بابک براي استراتژي یک ترتیب همین

با است برابر (f, g) استراتژي 

ω(G, f, g) =
∑
s,t

π(s, t)Γ
(
f(s), g(t), s, t

)
.

با است برابر بابک و آذر برد احتمال بیشینه همچنین

ω(G) = max
f,g

ω(G, f, g).

π(s, t) = 1/4 یعنی بگیرید، S×T روي یکنواخت توزیع را π Aو = B = S = T = {0, 1} کنید فرض 18 . 4 مثال
که آنجا از .st = a + b( mod 2) اگر فقط و اگر Γ(a, b, s, t) = 1 دهید قرار همچنین .s, t ∈ {0, 1} هر براي
با آنگاه بفرستند داور براي را a = b = 0 پاسخ هاي همواره s, t از مستقل بابک و آذر اگر ،st = 0 داریم 3/4 احتمال با
آنها برد احتمال بیشینه و است بابک و آذر استراتژي بهترین این که داد نشان می توان واقع در می برند. را بازي 3/4 احتمال

است. 3/4 همان بازي این در

دهید قرار باشد. دلخواه گراف یک G = (V,E) کنید فرض 19 . 4 مثال

S = V, T = V 2, A = {1, 2, 3}, B = {1, 2, 3}2.

با را B اعضاي و t = (t1, t2) جفت هاي با را T اعضاي راحتی براي بگیرید. S × T روي یکنواخت توزیع را π همچنین
کنید تعریف می دهیم. نمایش b = (b1, b2) جفت هاي

Γ(a, b1, b2, s, t1, t2) = 0 ⇔
(
s = t1 ∧ a ̸= b1

)
∨
(
s = t2 ∧ a ̸= b2

)
∨
(
t1 ∼ t2 ∧ b1 = b2

)
.

اگر برنده اند بابک و آذر خلاصه طور به
و b2 یا b1 با باشد برابر a آنگاه بود t2 یا t1 از یکی برابر s اگر که معنا این به باشد هماهنگ آنها پاسخ (آ)

.b1 ̸= b2 آنگاه بود گراف در یال یک {t1, t2} اگر (ب)
پاسخ همواره t = (t1, t2) از مستقل بابک همچنین و بدهد را a = 1 پاسخ همواره s از مستقل آذر که کنید فرض
استراتژي این با .(b1 ̸= b2 داریم همواره (چون است برقرار همواره (ب) شرط صورت این در بدهد. را (b1, b2) = (1, 2)

که s = t2 باشیم داشته که نیست هماهنگ صورتی در فقط بابک و آذر پاسخ بود. خواهد برقرار مواقع اکثر در نیز (آ) شرط
ببرند. 1− 1/|V | احتمال با می توانند بابک و آذر فوق بدیهی استراتژي با بنابراین .1/|V | با است برابر آن احتمال

f : V → {1, 2, 3} تابع یک آذر استراتژي شوند. برنده 1 احتمال با می توانند بابک و آذر آیا که کنیم بررسی بگذارید
بابک استراتژي ترتیب همین به کرد. نگاه رنگ سه با G گراف رأسی رنگ آمیزي یک عنوان به می توان آن به که است
باشیم داشته باید آنگاه باشد برقرار (1 احتمال (با همواره (آ) شرط اگر حال است. g : V 2 → {1, 2, 3}2 تابع یک
باشیم داشته باید t1 ∼ t2 یال هر براي باشد، برقرار همواره (ب) شرط اگر همچنین .g(t1, t2) = (f(t1), f(t2))

اگر فقط و اگر ω(G) = 1 که این نتیجه است. رنگ سه با G گراف سره رنگ آمیزي یک f که این نتیجه .f(t1) ̸= f(t2)

باشد. پذیر رنگ سه G
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آسانی مسأله آنها در برد احتمال بیشینه آوردن بدست واقع در و یک-دوره بازي هاي براي بهینه استراتژي محاسبه مسأله
احتمال بیشینه محاسبه مسأله از خاصی حالت به می توان را گراف ها در پذیري رنگ سه مسأله که دیدیم بالا مثال در نیست.
معین نیمه برنامه ریزي از استفاده با می خواهیم اینجا در حال این با است. NP-سخت نیز مسأله این بنابراین کرد. تبدیل برد

بیاوریم. بدست برد احتمال بیشینه براي تقریبی
قرار کنید. تعریف زیر صورت به را xsa, ytb ∈ {0, 1} متغیرهاي بگیرید. نظر در بازي انجام براي (f, g) استراتژي یک

که کنید توجه حال .g(t) = b اگر فقط و اگر ytb = 1 همچنین و f(s) = a اگر فقط و اگر xsa = 1 ∑دهید
a

xsa = 1 ∀s,
∑
b

ytb = 1 ∀t.

داریم همچنین
ω(G, f, g) =

∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)xsay
t
b.

زیر. مسأله بهینه جواب با است برابر ω(G) که این نتیجه

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)xsay
t
b (57)

∑
a

xsa = 1 ∀s,∑
b

ytb = 1 ∀t,

xsa ∈ {0, 1}, ∀a, s

ytb ∈ {0, 1}, ∀b, t.

حسب بر دو درجه تابع یک اینجا در هدف تابع زد. تقریب معین نیمه برنامه ریزي یک با می توان را بهینه سازي مسأله این
ضرب برحسب خطی تابع یک هدف تابع دهیم، قرار را wt

b بردار ytb بجاي و vs
a بردار xsa بجاي اگر بنابراین است. متغیرها

قرار یک طول به z بردار یک 1 عدد بجاي می توانیم دوم و اول قید هاي جایگزینی براي شد. خواهد ⟨vs
a,w

t
b⟩ داخلی هاي

xsa-ها از یکی دقیقاً شده داده s هر براي که می دهد نتیجه اول قید همراه به xsa ∈ {0, 1} شرط که این دیگر نکته دهیم.
هر و t هر براي ترتیب همین به .xsaxsa′ = 0 داریم a ̸= a′ هر و s هر براي بنابراین هستند. صفر برابر بقیه و یک برابر

است. (57) شده داده تخفیف زیر معین نیمه برنامه ریزي بنابراین .ytbytb′ = 0 داریم b ̸= b′

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ (58)

∑
a

vs
a = z ∀s,∑

b

wt
b = z ∀t,

⟨vs
a,v

s
a′⟩ = 0, ∀a ̸= a′, s,

⟨wt
b,w

t
b′⟩ = 0, ∀b ̸= b′, t,

⟨vs
a,w

t
b⟩ ≥ 0, ∀s, t, a, b,

∥z∥2 = 1.
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نیستند. داخلی ضرب فرم به داریم نیاز معین نیمه برنامه ریزي هاي در که طور آن اینجا در دوم و اول قید هاي که کنید توجه
⟨z1, z2⟩ = اگر فقط و اگر z1 = z2 داریم z1, z2 دلخواه بردار دو براي کوش-شوارتز نامساوي از استفاده با حال این با
دهید نشان می توانید تمرین عنوان به نوشت. داخلی ضرب حسب بر می توان نیز را شرط دو این پس .∥z1∥2 = ∥z2∥2

زیر. معین نیمه برنامه ریزي با است معادل (58)

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ (59)

∑
a

∥vs
a∥2 =

∑
a

⟨vs
a, z⟩ = 1 ∀s,∑

b

∥wt
b∥2 =

∑
b

⟨wt
b, z⟩ = 1 ∀t,

⟨vs
a,v

s
a′⟩ = 0, ∀a ̸= a′, s,

⟨wt
b,w

t
b′⟩ = 0, ∀b ̸= b′, t,

⟨vs
a,w

t
b⟩ ≥ 0, ∀s, t, a, b,

∥z∥2 = 1.

پس .ω(G) ≤ γ(G) داریم فوق توضیحات به توجه با می دهیم. نمایش γ(G) با را فوق معین نیمه برنامه ریزي بهینه جواب
آورد. بدست یک-دوره بازي هاي برد احتمال بیشینه براي بالایی کران می توان معین نیمه برنامه ریزي با

.γ(G) ≤ 1 داریم G بازي هر براي دهید نشان 20 . 4 تمرین

یک-دوره بازي هاي موازي تکرار 7 . 4
بازي n این از یک هر در اگر باشند برنده بابک و آذر آن در و شود تکرار بار n موازي طور به G یک-دوره بازي که کنید فرض
انتخاب π(s1, t1) · · ·π(sn, tn) احتمال با را (s1, . . . , sn, t1, . . . , tn) ∈ Sn×Tn داور که صورت این به شوند. برنده
(a1, . . . , an) ∈ An ترتیب به پاسخ عنوان به بابک و آذر سپس بفرستد. بابک براي را ti-ها و آذر براي را si-ها و کند
بازي .i هر براي Γ(ai, bi, si, ti) = 1 اگر بود خواهند برنده بابک و آذر بفرستند. داور براي را (b1, . . . , bn) ∈ Bn و
احتمال توضیع πn از منظور آن در که Gn = (An, Bn, Sn, Tn, πn,Γn) داریم پس می دهیم. نمایش Gn با را حاصل

ضربی
πn(s1, . . . , sn, t1, . . . , tn) =

n∏
i=1

π(si, ti),

تابع Γn از منظور و است

Γn(a1, . . . , an, b1, . . . , bn, s1, . . . , sn, t1, . . . , tn) =
n∏

i=1

Γ(ai, bi, si, ti),

دارد؟ ω(G) با ارتباطی چه ω(Gn) یعنی ،Gn برد احتمال بیشینه که است این سؤال حال است.
خواهد ω(G) یک هر برد احتمال آنگاه کنند بازي مستقل طور به را بازي n این از یک هر بابک و آذر اگر که کنید توجه

داریم بنابراین .ω(G)n با بود خواهد برابر ببرند را بازي ها همه که این احتمال و بود،

ω(Gn) ≥ ω(G)n. (60)
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است بهینه کردن بازي مستقل طور به همواره آیا دیگر عبارت به خیر؟ یا می افتد اتفاق تساوي همواره آیا که است این سؤال
خیر؟ یا

توزیع π و ،A = B = S = T = {0, 1} آن در که بگیرید نظر در را G = (A,B, S, T, π,Γ) بازي 21 . 4 تمرین
.s ∨ a ̸= t ∨ b اگر Γ(a, b, s, t) = 1 همچنین .(π(1, 1) = 0 (پس است {(0, 0), (0, 1), (1, 0)} روي یکنواخت
برابر (s, t) که حالتی در بفرستند داور براي را a = b = 0 همواره بابک و آذر اگر .ω(G) = 2/3 که می کنیم ادعا
حالت سه هر در نمی توانند بابک و آذر که که است بررسی قابل راحتی به دیگر طرف از می شوند. برنده است (1, 0) یا (0, 1)

.ω(G) = 2/3 داریم پس شوند. برنده (0, 0), (0, 1), (1, 0)
(a1, a2) = (0, 0) می دهد قرار آذر بگیرید. نظر در را G2 براي زیر استراتژي کنیم. حساب را ω(G2) می خواهیم حال
استدلال است. آذر مشابه هم بابک پاسخ .(a1, a2) = (1, 1) می دهد قرار صورت این غیر در و (s1, s2) = (0, 0) اگر

.2/3 با است بابر استراتژي این برد احتمال که می کنیم
با صورت این در باشد. {0, 1}2 اعضاي از یک هر برابر می تواند (t1, t2) آنگاه (s1, s2) = (0, 0) اگر که کنید توجه
سه در بابک و آذر (s1, s2) = (0, 0) اگر یعنی .(t1, t2) = (0, 0) که بازنده اند صورتی در فقط بابک و آذر فوق استراتژي

برنده اند. حالت چهار از حالت
حالت دو از حالت یک در بابک و آذر صورت این در و (t1, t2) ∈ {(0, 0), (1, 0)} آنگاه (s1, s2) = (0, 1) اگر

است. مشابه (s1, s2) = (1, 0) حالت تحلیل شد. خواهند برنده
می شود. برنده آذر و بابک صورت این در و (t1, t2) = (0, 0) آنگاه (s1, s2) = (1, 1) اگر

بنابراین برنده اند. حالت 3 + 1 + 1 + 1 = 6 در بابک و آذر (s1, s2, t1, t2) براي ممکن حالت 9 از که این نتیجه
G2 برد احتمال وضوح به طرفی از .ω(G2) ≥ 2/3 = ω(G) بنابراین است. 6/9 = 2/3 برابر استراتژي این برد احتمال

.ω(G2) = ω(G) = 2/3 داریم پس باشد. بیشتر G برد احتمال از نمی تواند (G کپی دو (یعنی

باشیم. داشته تساوي همواره (60) در که نیست درستی انتظار که می بینیم فوق مثال به توجه با
در .ω(G) < 1 کنید فرض حال .ω(Gn) = 1 داریم (60) از استفاده با صورت این در .ω(G) = 1 که کنید فرض
لزوماً ω(G)n و ω(Gn) چه اگر این، از بیشتر .ω(Gn) < 1 که می گیریم نتیجه ω(Gn) ≤ ω(G) از استفاده با صورت این
ω(Gn) که داریم انتظار این، از بیشتر حتی .n→∞ وقتی کند میل صفر سمت به ω(Gn) که داریم انتظار نیستند، برابر

می کند. صفر به نمایی طور به

به نمایی طور به ω(Gn) دنباله و limn→∞ ω(Gn) = 0 داریم ω(G) < 1 که G یک-دوره بازي هر براي 22 . 4 قضیه
می کند. میل صفر سمت

آن از دیگري اثبات 2007 سال در هولنشتاین94 آن از بعد و [20] شد ثابت 1998 سال در راز93 توسط ابتدا فوق قضیه
شد ثابت 1992 سال در لواز و فایجی95 توسط قضیه این باشد، یکتا بازي که خاصی حالت در حال این با .[21] کرد ارائه
بازي هاي برد احتمال بیشینه زدن تقریب براي معین نیمه برنامه ریزي از بار اولین براي که بودند نفر دو همین واقع در .[22]

کردند. استفاده یک-دوره
93Raz
94Holenstein
95Feige
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براي و A = B اگر نامیم یکتا بازي یک را G = (A,B, S, T, π,Γ) یک-دوره بازي بپردازیم. یکتا96 بازي هاي به
که طوري به باشد داشته وجود σst : A→ A جایگشت (s, t) ∈ S × T هر

Γ(a, b, s, t) = 1 ⇔ b = σst(a). (61)

هر براي بالعکس و Γ(a, b, s, t) = 1 که باشد داشته وجود b ∈ A یک دقیقاً آذر، از a پاسخ هر براي دیگر عبارت به
بازي هاي از مهمی بسیار دسته یکتا بازي هاي .Γ(a, b, s, t) = 1 که باشد داشته وجود a ∈ A یک دقیقاً بابک از b پاسخ

.[23] است کامپیوتر علوم باز مسأله هاي مهم ترین از یکی آنها، مورد در یکتا97 بازي هاي حدس که هستند یک-دوره
معین نیمه برنامه ریزي از استفاده نیز ما اثبات ایده می کنیم. ثابت باشد یکتا G که حالتی در را 22 . 4 قضیه اینجا در
حال است. (59) معین نیمه برنامه ریزي بهینه جواب γ(G) آن در که ω(G) ≤ γ(G) که دیدیم است. شده داده تخفیف

داشت خواهیم صورت این در .γ(G)n با است برابر γ(Gn) که بدانیم همچنین و γ(G) < 1 بدانیم که کنید فرض

ω(Gn) ≤ γ(Gn) = γ(G)n.

می کند. تمام را اثبات که
بنابراین کنیم). ثابت را آن چطور نمی دانیم حداقل (یا نیست درست γ(G)n با است برابر γ(Gn) که ما حدس متأسفانه

داریم. دیگر معین نیمه برنامه ریزي یک به نیاز

max
∑
a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ (62)

∑
a

∥vs
a∥2 =

∑
a

⟨vs
a, z⟩ = 1 ∀s,∑

b

∥wt
b∥2 =

∑
b

⟨wt
b, z

′⟩ = 1 ∀t,

⟨vs
a,v

s
a′⟩ = 0, ∀a ̸= a′, s,

⟨wt
b,w

t
b′⟩ = 0, ∀b ̸= b′, t,

∥z∥2 = ∥z′∥2 = 1.

معین نیمه برنامه ریزي به کنیم اضافه را ⟨vs
a,w

t
b⟩ ≥ 0 شرط و z = z′ کنیم فرض اگر فوق معین نیمه برنامه ریزي در

داریم بنامیم γ′(G) را فوق معین نیمه برنامه ریزي بهینه جواب اگر پس می رسیم. (59) قبلی

ω(G) ≤ γ(G) ≤ γ′(G).

بودن یکتا از استفاده با بگیرید. نظر در را (62) شدنی نقطه یک کار این براي .γ′(G) ≤ 1 که داد نشان می توان علاوه به
داریم کوشی-شوارتز نامساوي و (61) ∑بازي

a,b,s,t

π(s, t)Γ(a, b, s, t)⟨vs
a,w

t
b⟩ =

∑
s,t

π(s, t)
∑
a

⟨vs
a,w

t
σst(a)

⟩ (63)

≤
∑
s,t

π(s, t)
∑
a

∥vs
a∥ · ∥wt

σst(a)
∥ (64)

≤
∑
s,t

π(s, t)
∑
a

1

2
(∥vs

a∥2 + ∥wt
σst(a)

∥2) (65)

96Unique games
97Unique games conjecture
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=
∑
s,t

π(s, t)
1

2
(
∑
a

∥vs
a∥2 +

∑
b

∥wt
b∥2) (66)

=
∑
s,t

π(s, t) (67)

= 1, (68)

کردیم. استفاده است جایگشت یک σst که این از چهارم خط در که

.ω(G) = 1 اگر فقط و اگر γ′(G) = 1 داریم G یکتاي بازي براي 23 . 4 لم

آنگاه ω(G) = 1 اگر بنابراین .γ′(G) ≤ 1 که دیدیم بالا در دیگر طرف از .ω(G) ≤ γ′(G) که کنید توجه اثبات:
.γ′(G) = 1

γ′(G) = 1 فرض با بگیرید. نظر را (62) بهینه نقطه یک .ω(G) = 1 می دهیم نشان γ′(G) = 1 فرض با حال
باشیم داشته باید a و s, t هر براي خاص طور به می شوند. تساوي به تبدیل (68) تا (63) نامساوي هاي

⟨vs
a,w

t
σst(a)

⟩ = ∥vs
a∥ · ∥wt

σst(a)
∥ ⇒ vs

a = wt
σst(a)

. (69)

باشیم داشته باید b و s, t هر براي مشابه طور به

vs
σ−1
st (b)

= wt
b. (70)

کنید تعریف u بردار هر براي

Φu := {(s, a) : vs
a = u} ∪ {(t, b) : wt

b = u}.

دیگر نکته .Φu ̸= ∅ داریم u ̸= 0 بردار یک براي حداقل ∑a ∥vs
a∥2 =

∑
b ∥wt

b∥2 = 1 از استفاده با که کنید توجه
.(s, a) ∈ Φu که طوري به دارد وجود a ∈ A یک حداکثر s هر براي (62) چهارم و سوم شرط هاي از استفاده با که این
اگر مثال براي دیگر طرف از .(t, b) ∈ Φu که طوري به دارد وجود b ∈ B یک حداکثر t هر براي ترتیب همین به
(t0, b0) ∈ Φu اگر ترتیب همین به .(t, σs0t(a0)) ∈ Φu داریم t هر براي (69) از استفاده با آنگاه (s0, a0) ∈ Φu

Φu (اگر که می شود نتیجه خواص این گذاشتن هم کنار با .(s, σ−1
st0

(b0)) ∈ Φu داریم s هر براي (70) از استفاده با آنگاه
وجود b = bt یک دقیقاً t هر براي و (s, as) ∈ Φ که طوري به دارد وجود a = as یک دقیقاً s هر براي باشد) ناتهی
می دهید را as خروجی s دریافت صورت در آذر بگیرید. نظر در را G بازي براي زیر استراتژي حال .(t, bt) ∈ Φu که دارد
است. یک برابر استراتژي این با بابک و آذر برد احتمال که می کنیم ادعا می دهد. را bt خروجی t دریافت صورت در بابک و

.bt = σst(as) داریم فوق توضیحات از استفاده با که کنیم توجه است کافی ادعا این اثبات براي
2

دوبخشی معین نیمه برنامه ریزي 8 . 4
دو به می توان را آن متغیر بردار هاي که معنی این به است دوبخشی اصطلاح در (62) معین نیمه برنامه ریزي که کنید توجه
تابع همچنین و باشند بخش دو از یک هر بردا رهاي داخلی ضرب برحسب فقط مسأله قید هاي که طوري به کرد تقسیم بخش
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برنامه ریزي یک کلی حالت در باشد. دوم بخش از بردار یک و اول بخش از بردار یک داخلی هاي ضرب از خطی ترکیبی هدف
است. زیر فرم به دوبخشی معین نیمه

max
∑
i,k

cik⟨vi,wk⟩ (71)
∑
i,j

aeij⟨vi,vj⟩ = αe ∀e,

∑
k,ℓ

bfkℓ⟨wk,wℓ⟩ = βf ∀f,

دهید. نمایش ξ(S) با را آن بهینه جواب و S با را معین نیمه برنامه ریزي این

با است برابر (71) دوگان که دهید نشان 24 . 4 تمرین

min
∑
e

αexe +
∑
f

βfyf (72)
(∑

e xeA
e 0

0
∑

f yfB
f

)
⪰ 1

2

(
0 C
Ct 0

)
.

(72) معین نیمه برنامه ریزي جواب آنگاه باشد شدنی اکیداً S اگر که بگیرید نتیجه قوي دوگانگی از استفاده با 25 . 4 تمرین
که طوري به دارد وجود (72) براي شدنی نقطه که کنید ثابت همچنین است. ξ(S) ∑همان

e

αexe =
∑
f

βfyf =
1

2
ξ(S).

کنید. استفاده 13 . 3 تمرین از راهنمایی:

صورت این در .c′i′j′ , a′e
′

i′j′ , · · · ضرایب با باشد (71) فرم به دیگر دوبخشی معین نیمه برنامه ریزي یک S ′ کنید فرض
می کنیم. تعریف زیر صورت به را S⊗̃S ′ معین نیمه برنامه ریزي

max
∑

i,i′,k,k′

cikc
′
i′k′⟨vii′ ,wkk′⟩ (73)

∑
i,i′,j,j′

aeija
′e′
i′j′⟨vii′ ,vjj′⟩ = αeα

′
e′ ∀e, e′,

∑
k,k′,ℓ,ℓ′

bfkℓb
′f ′

k′ℓ′⟨wkk′ ,wℓℓ′⟩ = βfβ
′
f ′ ∀f, f ′,

است. دوبخشی معین نیمه برنامه ریزي یک خود نیز S⊗̃S ′ که کنید توجه

.ξ(S⊗̃S ′) = ξ(S)ξ(S ′) آنگاه باشند شدنی اکیداً S,S ′ اگر 26 . 4 قضیه

بهینه بردار هاي و S براي vi,wk بهینه بردارهاي است کافی است. ساده ξ(S⊗̃S ′) ≥ ξ(S)ξ(S ′) اثبات اثبات:
که است بررسی قابل راحتی به .wkk′ = wk ⊗ w′

k′ و vii′ = vi ⊗ v′
i′ دهیم قرار و گرفته را S ′ براي v′

i′ ,w
′
k′

داریم نتیجه در .ξ(S)ξ(S ′) با است برابر آنها براي هدف تابع مقدار و هستند S⊗̃S ′ شدنی نقطه یک vii′ ,wkk′ بردارهاي
.ξ(S⊗̃S ′) ≥ ξ(S)ξ(S ′)
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S⊗̃S ′ دوگان 24 . 4 تمرین از استفاده با که کنید توجه ابتدا می کنیم. استفاده قوي دوگانگی از دیگر طرف اثبات براي
با است برابر

min
∑
e,e′

αeα
′
e′xee′ +

∑
f,f ′

βfβ
′
f ′yff ′ (74)

(∑
e,e′ xee′A

e ⊗A′e′ 0

0
∑

f,f ′ yff ′Bf ⊗B′f ′

)
⪰ 1

2

(
0 C ⊗ C ′

Ct ⊗ C ′t 0

)
.

به دارند وجود S ′ دوگان براي x′e′ , y′f ′ شدنی نقاط و S دوگان براي xe, yf شدنی نقاط 25 . 4 تمرین طبق دیگر طرف از
که ∑طوري

e

αexe =
∑
f

βfyf =
1

2
ξ(S),

∑و
e′

α′
e′x

′
e′ =

∑
f ′

β′f ′y′f ′ =
1

2
ξ(S ′).

دهید قرار است. شدنی (74) براي xee′ , yff ′ می کنیم ادعا .yff ′ = 2yfy
′
f ′ و xee′ = 2xex

′
e′ کنید تعریف

M =

(∑
e xeA

e 0
0

∑
f yfB

f

)
, P =

1

2

(
0 C
Ct 0

)
,

از استفاده با همچنین .M ⪰ P داریم است شدنی xe, yf که آنجا از کنید. تعریف مشابه طور به را M ′, P ′ ماتریس هاي و
داریم 19 . 3 تمرین از استفاده با نتیجه در .M ′ ⪰ ±P ′ داریم ترتیب همین به .M ⪰ −P می گیریم نتیجه 12 . 3 تمرین

M ⊗M ′ ⪰ P ⊗ P ′.

که کنید توجه ∑)حال
e,e′ xex

′
e′A

e ⊗A′e′ −1
4C ⊗ C

′

−1
4C

t ⊗ C ′t ∑
f,f ′ yfy

′
f ′Bf ⊗B′f ′

)
,

شدنی نقطه یک با متناظر yff ′ = 2yfy
′
f ′ و xee′ = 2xex

′
e′ بنابراین است. M ⊗M ′ − P ⊗ P ′ زیرماتریس یک
با است برابر شدنی نقطه این ازاي به هدف تابع است. (74)∑

e,e′

αeα
′
e′xee′ +

∑
f,f ′

βfβ
′
f ′yff ′ =

∑
e,e′

2αeα
′
e′xex

′
e′ +

∑
f,f ′

2βfβ
′
f ′yfy

′
f ′

= 2
(∑

e

αexe
)
·
(∑

e′

α′
e′x

′
e′
)
+ 2
(∑

f

βfyf
)
·
(∑

f ′

β′f ′y′f ′
)

=
1

2
ξ(S)ξ(S ′) + 1

2
ξ(S)ξ(S ′)

= ξ(S)ξ(S ′).

.ξ(S⊗̃S ′) ≤ ξ(S)ξ(S ′) نتیجه در
2

است. فوق قضیه از ساده نتیجه اي زیر قضیه
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.γ′(Gn) = γ′(G)n داریم G یکتاي بازي هر براي 27 . 4 قضیه

برنامه ریزي این آنگاه بنامیم، S ′ و S را G′ و G بازي براي (62) معین نیمه برنامه ریزي اگر که کنیم توجه است کافی اثبات:
2 .S⊗̃S ′ با است برابر می شوند انجام موازي طور به G′ و G آن  در که بازیی با متناظر معین نیمه
داریم 23 . 4 لم طبق آنگاه ω(G) < 1 اگر دهیم. ارائه باشد یکتا G که حالتی در 22 . 4 قضیه از اثباتی می توانیم حال

نتیجه در .γ′(Gn) = γ′(G)n داریم فوق قضیه طبق دیگر طرف از .γ′(G) < 1

ω(Gn) ≤ γ′(Gn) = γ′(G)n,

می کند. میل صفر به نمایی طور به

بیشتر مطالعات 5
براي پرداختیم. آنها از کمی تعداد به فقط اینجا در که است شده برده کار به زیادي مسأله هاي در معین نیمه برنامه ریزي
برنامه ریزي کاربرد مورد در می توانید [1] در مثال براي کنید. مراجعه [5 ،4 ،3 ،2 ،1] به می توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات

کنید. مطالعه اعداد نظریه در ناهم خوانی98 یا مغایرت مسأله در معین نیمه
داده تخفیف معین نیمه برنامه ریزي یک به دو درجه بهینه سازي مسأله یک آنها در که دیدیم مثال هایی درسنامه این در
مسأله هاي در میعن نیمه برنامه ریزي از کلی طور به برد. بکار دو درجه بهینه سازي همه براي می توان را کلی ایده این شد.

.[24] کرد استفاده می توان نیز چند جمله اي بهینه سازي
کردیم. اشاره آن از مورد دو به اینجا در که است مستقیم ضرب قضایاي اثبات معین نیمه برنامه ریزي کاربردهاي از یکی

کنید. مراجعه [25] به می توانید زمینه این در بیشتر اطلاعات براي
یک معین نیمه برنامه ریزي واقع در است. خطی برنامه ریزي از تعمیمی معین نیمه برنامه ریزي دیدیم که طور همان
این تعمیم با است. مخروطی محدب مجموعه یک خود که است معین نیمه مثبت ماتریس هاي فضاي روي خطی برنامه ریزي
اطلاعات براي است. برقرار قوي و ضعیف دوگانگی نیز آنها براي که گرفت نظر در را مخروطی برنامه ریزي هاي می توان ایده

کنید. مراجعه [26] به می توانید زمینه این در بیشتر
حل براي مرسوم الگوریتم هاي از غیر الگوریتم هایی از می توان خاص حالت هایی در معین نیمه برنامه ریزي هاي حل براي
مراجعه [28 ،27] به آنها کاربردهاي همچنین و الگوریتم ها این مورد در اطلاع براي کرد. استفاده محدب برنامه ریزي هاي

کنید.
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