
 به نام خدا

 جلسه بيست و هفتم

 داريم. Φفرض کنيم کانالی با تابع تبديل 

𝜌𝑋𝐴 = �𝑃(𝑥)|𝑥 >< 𝑥|⨂𝜌𝑥𝐴 

𝜌𝑥𝐴 → 𝜎𝑥𝐵 

𝜌𝑋𝐵 = �𝑃(𝑥)|𝑥 >< 𝑥|⨂𝜎𝑥𝐵 

 I(X;B)نرخ قابل حصول: 

,𝑥𝑛(1)کدهای -مانند حالت کلاسيک کلمه 𝑥𝑛(2), … , 𝑥𝑛(2𝑛𝑅)  را توليد می کنيم. به طوری کهP(x)  يکi.i.d. .باشد 

𝜌𝑥𝑛(𝑚)
𝐴𝑛 = 𝜌𝑥1(𝑚)

𝐴1 ⨂𝜌𝑥2(𝑚)
𝐴2 ⨂ 

𝜌𝑥1(𝑚)در گيرنده 
𝐴1  تبديل به𝜎𝑥𝑛(𝑚)

𝐵𝑛 .می شود 

𝑡𝑟(� 𝜎𝑥𝑛(𝑚)
𝐵𝑛 )  ≥ 1 − 𝜀

𝐵𝑛|𝑥𝑛(𝑚)

𝛿
 

𝑡𝑟(�𝜎𝑥𝑛(𝑚)
𝐵𝑛 ) ≥ 1 − 𝜀 

 را تعريف می کنيم: 𝐸𝑚عملگر 

𝐸𝑚 = � � �  
𝜎𝑛

 

𝐵𝑛|𝑥𝑛(𝑚)

 

𝜎𝑛

 
 

 ادعا می کنيم: 

𝑡𝑟�𝐸𝑚𝜎𝑥𝑛(𝑚)
𝐵𝑛 � ≥ 1 − 𝜀 

 انتخاب کنيم: 𝑥𝑛(𝑚́)را به اشتباه  𝑥𝑛(𝑚)فرض کنيم 

𝐸� 𝑡𝑟�𝐸�́�𝜎𝑥𝑛(𝑚)
𝐵𝑛 �� = 𝐸{𝑡𝑟(� � � 𝜎𝑥𝑛(𝑚)

𝐵𝑛

𝛿

𝐵𝑛|𝑥𝑛(𝑚)

 𝛿
 

𝐸𝑥𝑛(�́�)𝑡𝑟(� � � �𝑃(
𝛿

𝐵𝑛|𝑥𝑛(𝑚)

 𝛿
𝑥𝑛(𝑚))𝜎𝑥𝑛(𝑚)

𝐵𝑛 )

= 𝐸{𝑡𝑟 �� � � 𝜎𝐵𝑛
𝛿

𝐵𝑛|𝑥𝑛(𝑚)

 𝛿
� (𝐼) 



 و چون می دانيم:

1
1 − 𝜀

2−𝑛(𝐻(𝐵)+𝜀) �  
𝛿
≤� � ≤  2−𝑛(𝐻(𝐵)+𝜀) �  

𝛿𝛿

𝜎𝐵
𝑛

𝛿
 

 بنابراين:

(𝐼) ≤ 𝐸{𝑡𝑟(� 2−𝑛(𝐻(𝐵)+𝜀) �  )
𝛿

𝐵𝑛|𝑥𝑛(𝑚)

 
} (1) ≤ 𝐸{𝑡𝑟(� 2−𝑛(𝐻(𝐵)−𝜀)

𝐵𝑛|𝑥𝑛(𝑚)

 

≤ 2−𝑛(𝐻(𝐵)−𝜀)2−𝑛(𝐻(𝐵|𝑋)−𝜀) = 2−𝑛(𝐼(𝐵;𝑋)−2𝜀) 

 برقرار است چون: )1(

𝑡𝑟(𝐴𝐵) ≤ 𝑡𝑟(𝐴𝐶) 

 وقتی:
𝐵 ≤ 𝐶 

و با احتمال کم  1باشد بعد از اندازه گيری با احتمال زياد  m=1که در صورتی که می خواهيم يک اندازه گيزی تعريف کنيم 
 ساير اعداد دريافت شود.

 برای ترکيب چند اندازه گيری:

�́�𝑚 = (�𝐸𝑖)1/2𝐸𝑚(�𝐸𝑖)−1/2 

��́�𝑖 = I 

𝐼 − (𝑆 + 𝑇)−
1
2𝑆(𝑆 + 𝑇)

1
2 ≤ 2(𝐼 − 𝑆) + 4𝑇 

𝐼 − �́�𝑚 ≤ 2(𝐼 − 𝐸𝑚) + 4 � �́�𝑚
𝑚≠𝑚′

 

 احتمال خطا:

𝐸{𝑃𝑒(1)} = 𝐸�𝑡𝑟�𝐼 − �́�1�𝜎𝑥𝑛(1)
𝐵𝑛 � ≤ 2𝐸�𝑡𝑟(𝐼 − 𝐸1)𝜎𝑥𝑛(1)

𝐵𝑛 � + 4𝐸{� 𝑡𝑟(�́�𝑚′)
𝑚≠1

𝜎𝑥𝑛(1)
𝐵𝑛  

 چون داريم

𝑡𝑟(�́�𝑚′) = 2−𝑛𝐼(𝐵;𝑋) 

 و بنابراين:



𝐸 �� 𝑡𝑟(�́�𝑚′)
𝑚≠1

𝜎𝑥𝑛(1)
𝐵𝑛 � = 2−𝑛(𝑅−𝐼(𝐵;𝑋)) 

 به صفر ميل می کند.  (II)عبارت دوم سمت راست تساوی  R<I(X;B)و چون 

 از طرفی می دانيم:

𝐸�𝑡𝑟(𝐼 − 𝐸1)𝜎𝑥𝑛(1)
𝐵𝑛 � ≤ 𝜀 

 در معادله

𝜌𝑋𝐴 = �𝑃(𝑥)|𝑥 >< 𝑥|⨂𝜌𝑥𝐴 

 در نظر گرفت. pureرا  𝜌𝑥𝐴می توان 

 مثال:

 فرض کنيد کانالی داريم که در آن:

𝜖(|Ψ× Ψ|) = 𝑃|Ψ × Ψ| + 𝑃� �
1
2
𝐼� 

 را حساب کنيم. mutual informationمی خواهيم مقدار 

𝐻(𝐵) − 𝐻(𝐵|𝑋) ≤�𝐻(𝐵|𝑋 = 𝑥)𝑃(𝑥) = ℎ �
1 + 𝑝

2
� 

𝐻(𝐵) − 𝐻(𝐵|𝑋) ≤ 1 − ℎ �
1 + 𝑝

2
� 

 به اين دليل در فرمول قرار گرفت که کيوبيت دوحالتی است. 1است. عدد که برابر با ظرفيت کانال 

خواهد  P(x)برای توزيع  C=max{I(X;B)}نرخ قابل حصول به صورت داشته باشيم در آن صورت  Cqاگر يک کانال 
 بود.

 وارون آن هم مثل حالت کلاسيک خواهد بود:

𝑋 = 𝑥 → 𝜎𝑥𝐵 

𝑀
𝑀𝑎𝑝𝑝𝑖𝑛𝑔
�⎯⎯⎯⎯⎯� 𝑋𝑛

𝑆𝑒𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔
�⎯⎯⎯⎯�𝐵𝑛

𝑀𝑒𝑎𝑠𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔
�⎯⎯⎯⎯⎯⎯�𝑀�  

𝐻(𝑀) ≈ 𝐼�𝑀𝑋𝑛;𝑀�� ≤ 𝐼(𝑀𝑋𝑛;𝐵𝑛) = 𝐼(𝑋𝑛;𝐵𝑛) + 𝐼(𝑀;𝐵𝑛|𝑋𝑛)  (𝐼𝐼) 

 :چون



𝜌𝑋𝑛𝑀𝐵 = � 𝑃(𝑚𝑥𝑛)|𝑚 × 𝑚|⨂|𝑥𝑛 × 𝑥𝑛|
𝑥𝑛𝑚

⨂𝜎𝑥𝑛
𝐵𝑛 = �𝑃(𝑥𝑛)[�𝑃(𝑚|𝑥𝑛)|𝑚 × 𝑚|⨂𝜎𝑥𝑛

𝐵𝑛

𝑚𝑥𝑛
 

 برابر با صفر خواهد بود. (II)بنابراين عبارت دوم 

 

 

(𝐼𝐼) = 𝐻(𝐵𝑛) − 𝐻(𝐵𝑛|𝑥𝑛) ≤�𝐻 (𝐵𝑖) −�𝑃(𝑥𝑛)
 

𝐻(𝐵𝑛|𝑥𝑛)    (𝐼𝐼𝐼) 

 است: .i.i.dچون سيستم 

𝐻(𝐵𝑛. . 𝑥𝑛) = 𝜎𝑥1
𝐵1⨂𝜎𝑥2

𝐵2 … = 𝜎𝑥𝑛
𝐵𝑛  

 هاست. پس:بنابراين آنتروپی مجموع برابر جمع آنتروپی

(III) ∗ = �𝐻(𝐵𝑖) −��𝑃(𝑥𝑛)𝐻(𝐵𝑖
𝑥𝑛𝑖

|𝑥𝑖)
���������������

∑ 𝐻(𝐵𝑖|𝑥𝑖)𝑖

 

 (*) برقرار است چون:

 

�𝑃(𝑥𝑛)𝐻(𝐵𝑖|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖) = � � 𝑃(𝑥𝑖)𝑃(𝑥1:𝑖−1, 𝑥𝑖+1:𝑛|𝑥𝑖)
𝑖1:𝑖−1𝑥𝑖+1:𝑛𝑥𝑖

𝐻(𝐵𝑖|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖)

= �𝑃(𝑥𝑖)𝐻(𝐵𝑖|𝑋𝑖 = 𝑥𝑖) � 𝑃(… … . 𝑥𝑖)
𝑥1:𝑖−1𝑥𝑖+1:𝑛�������������

=1
𝑥𝑖

 

 

  



 فرض کنيد يک کانال کلاسيک و يک پيام کلاسيک داريد که قصد انتقال اين پيام را از اين کانال داريد.

 م.داري Bو  Aبين  Shared-Randomnessفرض کنيد 

 دهد:انجام می Mروی  Aگيری که يک اندازه

𝜀𝑚(𝐴) = 𝐴𝑛 

𝐷𝑦𝑛(𝐵) = 𝑀�  

 𝐼(𝐴;𝑌𝑛)مثلاُ در نظر می گيريم.  که در يک لحظه زمانی وجود دارد،تنها متغيرهايی را  converseدر زمان نوشتن 
 معنی ندارد. 𝑌𝑛توليد نشود  𝑥𝑛کند و تا  توليد میرا  𝑥𝑛رود و از بين می Aمعنايی ندارد چون 

𝐼�𝑀,𝑀�� ≤ 𝐼(𝑀;𝐵𝑌𝑛) ≤ 𝐼(𝑀𝑋𝑛,𝐵𝑌𝑛) = 𝐼(𝑀;𝐵)�����
=0

+ 𝐼(𝑀;𝑌𝑛|𝐵) ≤ 𝐼(𝑀𝐵𝑋𝑛;𝑌𝑛)

= 𝐼(𝑋𝑛;𝑌𝑛) + 𝐼(𝑀𝐵;𝑌𝑛|𝑋𝑛)���������
=0

 

 

 شود.مشخص می 𝑌𝑛را بدانيم    𝑋𝑛صفر است چون اگر (𝑀𝐵;𝑌𝑛|𝑋𝑛)کنيم ادعا می

ρ𝑋𝑛𝑀𝑌𝑛𝐵 = � 𝑃(𝑥𝑛
𝑥𝑛𝑦𝑛𝑚

𝑥)|𝑥 × 𝑚|⨂|𝑥𝑛 × 𝑥𝑛|𝜌𝑚𝑥𝑛
𝐵 𝑃(𝑦𝑛|𝑥𝑛)|𝑦𝑛 × 𝑦𝑛|

= �(�𝑃(𝑥|𝑥𝑛)
𝑥

|𝑚 × 𝑚|⨂|𝑥𝑛 × 𝑥𝑛|⨂𝜌𝑚𝐵𝑥𝑛
𝑛 )⨂(�𝑃(𝑦𝑛|𝑥𝑛)|𝑦𝑛 × 𝑦𝑛|

𝑦𝑛
)

𝑥𝑛
 

 


