
1391-1392 پاییز ترم 1 کوانتمی اطلاعات نظریه
گوهري زاده امین و بیگی ابوالفتح مدرسین:

7 جلسه

با میتوان مختلف روشهاي به را برداري فضاي دو این داریم. W و V هم از مجزا برداري فضاي دو که کنید فرض
نامهاي به برداري فضاي دو ترکیب خاص روش دو به جلسه این در ساخت. بزرگتر برداري فضاي یک و کرد ترکیب هم

میپردازیم. تانسوري ضرب و مستقیم جمع

برداري فضاي دو مستقیم جمع 1
برداري ما |w⟩ ∈ W و |v⟩ ∈ V هر براي دیگر عبارت به میدهیم. قرار هم سر پشت را فضا دو بردارهاي ما روش این در
تعریف مولفه به مولفه بصورت آن روي را اسکالر ضرب و برداري جمع و داده تشکیل [|v⟩, |w⟩] مرتب زوج صورت به

]میکنیم.
|v1⟩, |w1⟩

]
+
[
|v2⟩, |w2⟩

]
=
[
|v1⟩+ |v2⟩, |w1⟩+ |w2⟩

]
α
[
|v1⟩, |w1⟩

]
=
[
α|v1⟩, α|w1⟩

]
نشود. اشتباه داخلی ضرب براي ما نماد با که است این کردیم استفاده مرتب زوج تعریف براي [ , ] نماد از اینکه دلیل

صفر بردار که کنید توجه میدهیم. نشان V ⊕W با را آن و خوانده W و V مستقیم1 جمع را جدید برداري فضاي
میشود. داده نمایش 0 همان با معمولا که است [0, 0] برابر مستقیم جمع فضاي در

بردار دو میان داخلی ضرب باشند، (·, ·)W و (·, ·)V داخلیهاي ضرب به مجهز W و V فضاي دو که صورتی در
میکنیم: تعریف زیر بصورت را [|v⟩2, |w⟩2] و [|v⟩1, |w⟩1]([

|v1⟩, |w1⟩
]
,
[
|v2⟩, |w2⟩

])
V⊕W =

(
|v1⟩, |v2⟩

)
V +

(
|w1⟩, |w2⟩

)
W .

را Cn فضاي در بردار هر زیرا است. Cn+m برداري فضاي معادل Cm و Cn برداري فضاي مستقیم جمع مثال براي
برداري آنها دادن قرار هم کنار از پس مختلط. mعدد با را Cm فضاي در بردار هر و داد نمایش مختلط عدد n با میتوان

میکند. بیان دقیقتر را مثال این از حاصل شهود زیر قضیهي آید. می بدست تایی n+m

علاوه به . dimV ⊕W = dimV + dimW میباشد W و V ابعاد جمع برابر V ⊕W برداري فضاي بعد 1 قضیه
اگر

{|v1⟩, |v2⟩, · · · , |vn⟩} (1)
1Direct sum
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و V فضاي براي پایه یک

{|w1⟩, |w2⟩, · · · , |wm⟩} (2)

آنگاه باشد، W فضاي براي پایه ]}یک
|v1⟩, 0

]
,
[
|v2⟩, 0

]
, · · · ,

[
|vn⟩, 0

]
,
[
0, |w1⟩

]
,
[
0, |w2⟩

]
, · · · ,

[
0, |wm⟩

]} (3)

براي تولیدي پایهي باشند، یکه متعامد فضا دو انتخابی پایههاي اگر همچنین بود. خواهد V ⊕W فضاي براي پایه یک
چسباندن معادل شده معرفی پایهي در [|v⟩, |w⟩] مختصاتی نمایش علاوه به بود. خواهد یکه متعامد نیز V ⊕W فضاي

است. W و V پایههاي در |w⟩ و |v⟩ مختصاتی نمایش

شکل به میتوان را [|v⟩, |w⟩] بردار هر اثبات:
[
|v⟩, |w⟩

]
=
[
|v⟩, 0

]
+
[
0, |w⟩

]
خطی ترکیب حسب بر میتوان را [|v⟩, 0] بردار نوشت.

[
|v1⟩, 0

]
,
[
|v2⟩, 0

]
, · · · ,

[
|vn⟩, 0

]
,

بردارهاي خطی ترکیب حسب بر میتوان را [0, |w⟩] بردار و
[
0, |w1⟩

]
,
[
0, |w2⟩

]
, · · · ,

[
0, |wm⟩

]
آنها دهیم نشان است کافی نتیجه در میدهند. پوشش را مستقیم جمع فضاي کل شده معرفی بردارهاي پس نوشت.

اگر هستند. نیز خطی مستقل

α1

[
|v1⟩, 0

]
+ α2

[
|v2⟩, 0

]
+ · · ·+ αn

[
|vn⟩, 0

]
+

+β1
[
0, |w1⟩

]
+ β2

[
0, |w2⟩

]
+ · · ·+ βm

[
0, |wm⟩

]
= 0

میگیریم ∑]نتیجه
i

αi|vi⟩,
∑
j

βj |wj⟩
]
= 0 =

[
0, 0
]
.

∑بنابراین
i

αi|vi⟩ = 0,
∑
j

βj |wj⟩ = 0.

V ⊕W فضاي بعد پس .i, j هر براي αi = βj = 0 داریم بودند خطی مستقل یک هر ⟨wj|-ها و ⟨vi|-ها که آنجا از
بود. خواهد m+ n یا پایه اعضاي تعداد برابر

2



برابر ترتیب به فوق پایههاي در |w⟩ و |v⟩ بردارهاي نمایش اگر که است واضح فوق تساويهاي ...α1از
αn

 ,

β1...
βm

 , (4)

برابر (3) پایهي در [|v⟩, |w⟩]نمایش آنگاه باشد،

α1...
αn

β1...
βm


2 است.

خطی عملگر دو مستقیم جمع 1.1
نماد با که آنها مستقیم جمع صورت این در باشند. خطی عملگر دو S : W → W و T : V → V که کنید فرض
به را S و T عملگرهاي که میشود تعریف صورت این به و است مجموع فضاي در عملگري میشود، داده نشان T ⊕ S

میکنیم: اعمال [|v⟩, |w⟩] مرتب زوج دوم و اول بخشها روي مجزا صورت

(T ⊕ S)
[
|v⟩, |w⟩

]
=
[
T |v⟩, S|w⟩

]
.

است. خطی عملگري T ⊕ S : V ⊕W → V ⊕W که است بررسی قابل راحتی به
نمایش آنگاه باشد B برابر (2) پایهي در S نمایش ماتریس و A برابر (1) پایهي در T نمایش ماتریس اگر تعریف طبق

با است برابر (3) پایهي در (T ⊕ S)
[
|v⟩, |w⟩

] مختصاتی

A

α1...
αn



B

β1...
βm




هستند. (4) بردارهاي |w⟩ و |v⟩ مختصاتی نمایش آن در که

میشود تعریف زیر صورت به آنها مستقیم جمع B و A ماتریس دو براي

A⊕B =

(
A 0n×m

0m×n B

)
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داریم کنیم ضرب [|v⟩, |w⟩] مختصاتی بردار در را ماتریس این اگر است. (n+m)× (n+m) ماتریسی که

(
A 0n×m

0m×n B

)


α1...
αn

β1...
βm


=



A

α1...
αn



B

β1...
βm




.

است. A⊕B برابر (3) پایهي در T ⊕ S نمایش ماتریس نتیجه در

2 ]مثال
i 2
3 4 + i

]
⊕
[
−1 5 2 + 4i
6 7 i

]
=


i 2 0 0 0
3 4 + i 0 0 0
0 0 −1 5 2 + 4i
0 0 6 7 i


(m+n)×(m+n) دلخواه ماتریسهاي با متناظر کرد تعریف V⊕W فضاي روي میتوان که عملگرهایی که کنید دقت
مستقیم جمع بصورت نوشتن قابل لزوما V ⊕W فضاي در دلخواه عملگر یک لذا نیستند. بلوکی قطري لزوما و هستند

نیست. W و V فضاهاي روي عملگرهاي

3 لم
det(A⊕B) = det(A) det(B)

tr(A⊕B) = tr(A) + tr(B)

میشود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به اثبات

داریم W فضاي روي S2 و S1 و V فضاي روي T2 و T1 دلخواه عملگرهاي مورد در 4 قضیه

(T1 ⊕ S1)(T2 ⊕ S2) = T1T2 ⊕ S1S2

داریم ها ماتریس مورد در مشابها

(A1 ⊕B1)(A2 ⊕B2) = A1A2 ⊕B1B2

اثبات:

(T1 ⊕ S1)(T2 ⊕ S2)
[
|v⟩, |w⟩

]
= (T1 ⊕ S1)

[
T2|v⟩, S2|w⟩

]
=
[
T1T2|v⟩, S1S2|w⟩

]
.
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بصورت اما گرفت. نتیجه را ماتریسی رابطه میتوان رابطه این از .(T1 ⊕ S1)(T2 ⊕ S2) = T1T2 ⊕ S1S2 نتیجه در
کرد: ثابت را رابطه این میتوان هم مستقیم

(A1 ⊕B1)(A2 ⊕B2) =

(
A1 0n×m

0m×n B1

)(
A2 0n×m

0m×n B2

)
=

(
A1A2 0n×m

0m×n B1B2

)
= A1A2 ⊕B1B2

2

داد نشان میتوان مشابه طور به که کنید توجه

T1 ⊕ S1 + T2 ⊕ S2 = (T1 + T2)⊕ (S1 + S2).

P1 : V ⊕W → V کنید تعریف 5 تمرین

P1

[
|v⟩, |w⟩

]
= |v⟩.

بیاورید. بدست را kerP1 و آن نمایش ماتریس و است خطی P1 دهید نشان

J1 : V → V ⊕W کنید تعریف 6 تمرین

J1|v⟩ =
[
|v⟩, 0

]
.

داخلی ضرب حافظ J1 دهید نشان همچنین بیاورید. بدست را kerJ1 و آن نمایش ماتریس و است خطی J1 دهید نشان
است.

که S : V ⊕ V → V ⊕ V کنید تعریف 7 تمرین

S
[
|v⟩, |v′⟩

]
=
[
|v′⟩, |v⟩

]
.

بیاورید. بدست V ⊕ V فضاي براي متناظر پایهي در را S نمایش ماتریس و مشخص V براي پایهاي

همچنین میآید. بدست S و T ویژهي مقادیر اجتماع از T ⊕ S ویژهي مقادیر مجموعهي که دهید نشان 8 تمرین
بیابید. S و T ویژهي بردارهاي حسب بر را T ⊕ S ویژهي بردارهاي

هرمیتی، عملگرهاي براي را گزاره این باشند. یکانی دو هر T و S اگر فقط و اگر است یکانی S⊕T دهید نشان 9 تمرین
کنید. ثابت نیز معین نیمه مثبت و نرمال
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برداري فضاي دو تانسوري ضرب 2
هم از مجزا برداري فضاي دو روي از جدید برداري فضاي یک ساختن براي دیگري روش برداري فضاي دو تانسوري ضرب

میکنیم. شروع مثال دو با فضا، دو تانسوري ضرب تعریف به دادن انگیزه جهت میباشد. W و V

ها اي چندجمله از استفاده مقدمه: 1.2
بردار هر هستند. مختلط اعداد روي بعدي دو برداري فضاي یک W = C2 و بعدي سه برداري فضاي یک V = C3

داد: نشان مختلط عدد سه با مختصاتی بصورت میتوان را |v⟩ ∈ C3

|v⟩ =

α1

α2

α3


داد: نشان مختلط عدد دو با مختصاتی بصورت میتوان را |w⟩ ∈ C2 بردار هر مشابها

|w⟩ =
(
β1
β2

)
با میتوان را |w⟩ و |v⟩ بردارهاي مثلا است. چندجملهايها از استفاده بردارها این دادن نمایش دیگر راه یک اما

داد: نمایش زیر چندجملهايهاي

|v⟩ 7→ α1x+ α2x
2 + α3x

3

|w⟩ 7→ β1y + β2y
2

گرفتهایم نظر در را زیر تناظر که است این کردهایم که کاري تنها و معادلند نمایشها این واقع در

|v1⟩ 7→ x, |v2⟩ 7→ x2, |v3⟩ 7→ x3,

|w1⟩ 7→ y, |w2⟩ 7→ y2.

است. آسانتر ما براي چندجملهايها با کار گاهی که است اهمیت حایز آنجا از تناظر این
میتواند که میرسیم جدید چندجملهاي یک به کنیم جمع هم با را بردار دو به مربوط چندجملهاي اگر صورت این در

شود: گرفته نظر در بردار دو مستقیم جمع با ]متناظر
|v⟩, |w⟩

]
7→ α1x+ α2x

2 + α3x
3 + β1y + β2y

2

میرسیم. بردار دو مستقیم جمع نمایش به بنویسیم هم زیر را (x, x2, x3, y, y2) ضرایب اگر چندجملهاي این در
α1

α2

α3

β1
β2
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کنیم ضرب هم در را چندجملهاي دو که کنید فرض حال

(α1x+ α2x
2 + α3x

3)(β1y + β2y
2) = α1β1xy + α1β2xy

2+

α2β1x
2y + α2β2x

2y2+

α3β1x
3y + α3β2x

3y2

با بود خواهد برابر حاصل بردار بنویسیم. هم زیر را (xy, xy2, x2y, x2y2, x3y, x3y2) ضرایب و

α1β1
α1β2
α2β1
α2β2
α3β1
α3β2

 =


α1

(
β1
β2

)
α2

(
β1
β2

)
α3

(
β1
β2

)

 .

میدهیم: نمایش را آن زیر نماد با و میگوییم بردار دو تانسوري»2 «ضرب را بردار این

α1

α2

α3

⊗
(
β1
β2

)
:=


α1

(
β1
β2

)
α2

(
β1
β2

)
α3

(
β1
β2

)

 =



α1β1
α1β2
α2β1
α2β2
α3β1
α3β2


نوشتن قابل g(x)h(y) صورت به لزوما f(x, y) چندجملهاي هر که کنید توجه است. شش طول به برداري که

نیست.

بصورت نمیتوان را xy + x2y2 مثلا نیست. عضو دو تانسوري ضرب بصورت تجزیه قابل لزوما فضا این عضو هر 10 مثال

(α1x+ α2x
2 + α3x

3)(β1y + β2y
2)

بود ممکن کاري چنین اگر زیرا نوشت

α1β1 = 1, α2β2 = 1 ⇒ α1β1α2β2 = 1

⇒ (α1β2)(α2β1) = 1

⇒ 0× 0 = 1

پایه بردارهاي حال این با نوشت. بردار دو تانسوري ضرب صورت به نمیتوان را مولفه شش با بردار هر ترتیب همین به
دارند. را فوق فرم همگی

2Tensor product
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کنید فرض 11 α1مثال

α2

α3

 =

1
0
0

 ,

(
β1
β2

)
=

(
1
0

)
.

برابر بردار دو این تانسوري ضرب صورت این در

α1

α2

α3

⊗
(
β1
β2

)
=



1
0
0
0
0
0


که صورتی در بود. α1خواهد

α2

α3

 =

0
1
0

 ,

(
β1
β2

)
=

(
1
0

)
برابر تانسوري ضرب

0
0
1
0
0
0


است.

و دارد مولفه شش ساختیم بالا در که برداري میگیرند؟ قرار بردارياي فضاي چه در تانسوري ضرب بردارهاي این اما
طرف از هستند. نوشتن قابل بردار دو تانسوري ضرب بصورت دارند یک ناصفر مولفهي یک فقط که برداري شش تمامی
ناصفر مولفهي یک فقط که بردارهایی تمامی اگر پس است. بسته اسکالر ضرب و جمع به نسبت برداري فضاي یک دیگر
دهیم. قرار برداري فضاي آن داخل نیز را تایی شش دلخواه بردارهاي تمامی باید دهیم، قرار فضا یک داخل را دارند یک

بودن بسته به توجه با ولی نیست بردار دو تانسوري ضرب صورت به لزوما تایی شش بردار هر که که میکنیم تاکید
فضاي یک تشکیل براي دارند، را تانسوري ضرب فرم پایه بردارهاي که این و برداري جمع به نسبت برداري فضاي یک

کنیم. لحاظ را ششتاییها همهي مجبوریم برداري

ضرب با متناظر تانسوري ضرب زیرا است صفر آنها از یکی حتما شود صفر بردار دو تانسوري ضرب اگر 12 مثال
داریم و است چندجملهايها

(α1x+ α2x
2 + α3x

3)(β1y + β2y
2) = 0 ⇒ α1 = α2 = 0 or β1 = β2 = β3 = 0
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داریم |w⟩ و |v⟩ دلخواه بردار دو هر براي که است خاصیت این داراي بردار دو تانسوري ضرب 13 مثال

|v⟩ ⊗ 0 = 0⊗ |w⟩ = 0.

زیرا
(α1x+ α2x

2 + α3x
3)(0y + 0y2) = (0x+ 0x2 + 0x3)(β1y + β2y

2) = 0

که است خاصیت این داراي بردار دو تانسوري ضرب 14 مثال

(θ|v⟩)⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ (θ|w⟩)

)زیرا
θ(α1x+ α2x

2 + α3x
3)

)
(β1y + β2y

2) = (α1x+ α2x
2 + α3x

3)

(
θ(β1y + β2y

2)

)
که است خاصیت این داراي بردار دو تانسوري ضرب 15 مثال

|v⟩ ⊗ |w⟩+ |v⟩ ⊗ |w′⟩ = |v⟩ ⊗ (|w⟩+ |w′⟩)

زیرا
(α1x+ α2x

2 + α3x
3)(β1y + β2y

2) + (α1x+ α2x
2 + α3x

3)(β′
1y + β′

2y
2)

= (α1x+ α2x
2 + α3x

3)
(
(β1 + β′

1)y + (β2 + β′
2)y

2
)
.

بود. خواهند برقرار نیز کلی حالت در خواص این که دید خواهیم بعدها

احتمال از استفاده مقدمه: 2.2
تصادفی پدیده هر براي احتمال درس در میدهیم. قرار بحث مورد متفاوتی زاویه از را تانسوري ضرب فضاي بخش این در
تاس یک پرتاب فضاي و بود، Ω1 = {A,B} سکه یک پرتاب نمونه فضاي مثلا میکردیم. تعریف نمونه فضاي یک
و سکه اینکه به بسته که داریم نیز احتمالات از بردار یک نمونه فضاي هر براي ضمن در بود. Ω2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

احتمالات بردار اینجا در کند. تغییر میتواند احتمالات بردار خیر یا باشند سالم تاس

(
pA
pB

)
,


p1
p2...
p6


و هستند نامنفی آنها نیستد؛ دلخواه بردار دو این هاي مولفه اما میگیرند؛ قرار بعدي شش و بعدي دو فضاي در بترتیب

کرد. نگاه بردار عنوان به آنها به میتوان حال هر به اما است. یک برابر جمعشان
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را احتمالات و نمونه فضاي باید چگونه کنیم. ترکیب هم با را تصادفی آزمایش دو این بخواهیم که کنید فرض حال
که بگیریم تصمیم همشانس و تصادفی بصورت اینکه یکی دارد. وجود آزمایش دو ترکیب براي راه چند دهیم؟ تخصیص

از بود خواهد عبارت نمونه فضاي صورت این در دهیم. انجام را آزمایش دو از یکی

Ω1 ∪ Ω2 = {A,B, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

میآید: در زیر شکل به و کرده پیدا گسترش نیز احتمالات بردار البته و

1

2



pA
pB
p1
p2...
p6


حاصل بردار که میبینیم کنیم، اغماض میکند تضمین را احتمالات جمع شدن یک که را پرانتز بیرون 1/2 ضریب اگر که
و کرده انتخاب را آزمایش دو از یکی که است این مستقیم جمع احتمالاتی مفهوم پس است. بردار دو مستقیم جمع همان
اعضاي تعداد جمع اعضایش تعداد و است قبلی نمونهي فضاهاي اجتماع جدید نمونه فضاي صورت این در میدهیم؛ انجام

میباشد. قبلی نمونهي فضاهاي
نمونه فضاي صورت این در است. آنها «همزمان» انجام آن و دارد وجود آزمایش دو ترکیب براي نیز دیگري راه اما

بود: خواهد نمونه فضاي دو ضرب حاصل

Ω1 × Ω2 = {A,B} × {1, 2, 3, 4, 5, 6}

آن در متغیر دو مشترك توزیع و میشود رسم 2 × 6 جدول یک معمولا احتمالات بردار نمایش براي دارد. عضو 12 که
کنار را اول سطر که صورت این به داد. نشان نیز 12 طول به بردار یک در میتوان را 2× 6 جدول این اما میشود. ذکر
بزرگ ستونی بردار یک به را آن گرفتن ترانهاده با سپس و کنیم، قطار هم کنار را درایهها همهي و بنویسیم دوم سطر

کنیم. تبدیل

(
pA1 pA2 · · · pA6

pB1 pB2 · · · pB6

)
7→



pA1

pA2...
pA6

pB1

pB2...
pB6


صورت این در .pA1 = pAp1 مثلا داشت خواهیم شوند انجام هم از «مستقل» بصورت آزمایش دو که صورتی در
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است: بیان قابل زیر بصورت احتمالات بردار

pA1

pA2...
pA6

pB1

pB2...
pB6


=



pAp1
pAp2...
pAp6
pBp1
pBp2...
pBp6


داشتیم: که اولیهاي بردار دو تانسوري ضرب همان با است برابر که

pAp1
pAp2...
pAp6
pBp1
pBp2...
pBp6


=

(
pA
pB

)
⊗


p1
p2...
p6

 .

آزمایش دو که است ممکن اما آنها)، میان انتخاب نه (و دارد را آزمایش دو همزمان انجام معنی تانسوري ضرب که میبینیم
نخواهد تانسوري ضرب بصورت احتمالات بردار صورت این در باشد. آنها میان وابستگی و نشوند، انجام هم از مستقل بصورت
نشان را آزمایش دو انجام میان همبستگی نوعی به احتمال بردار یک نداشتن یا داشتن تانسوري ضرب شکل پس بود.

میدهد.

برداري فضاي دو تانسوري ضرب تعریف 3.2
کنیم. تعریف را برداري فضاي دو تانسوري ضرب که هستیم آماده مفصل مقدمه این از پس

خاص یکحالت 1.3.2
میپردازیم. کلی حالت سپسبه و میکنیم Wبیان = Cm و V = Cn برداري فضاهاي براي را تانسوري تعریفضرب ابتدا

است: مختلط اعداد از تایی n یک Cn در دلخواه بردار هر

|v⟩ =

α1...
αn

 ,

است: مختلط اعداد از تایی m یک |w⟩ ∈ Cm بردار هر و

|w⟩ =

β1...
βm

 .
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محاسبه زیر بصورت که بود عضوي mn برداري حاصل کردیم. تعریف را عددي بردار دو تانسوري ضرب قبل بخش در
میشد:


α1

α2...
αn

⊗


β1
β2...
βm

 =



α1β1
α1β2...
α1βm
α2β1
α2β2...
α2βm...
αnβm


در |w⟩ و |v⟩ دلخواه بردار دو هر به که است عملگري ⊗ تانسوري ضرب که کنید دقت .Cmn فضاي از عضوي بردار این

میدهد: نسبت Cmn برداري فضاي در بردار یک Cn,Cm

⊗ : Cn × Cm 7→ Cmn

نماد با را ⊗(|v⟩, |w⟩) سادگی براي آن در که
|v⟩ ⊗ |w⟩

است: زیر خواص داراي آمده بالا در که اي تانسوري ضرب میدهیم. نشان

0⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ 0 = 0,

(c|v⟩)⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ (c|w⟩) = c(|v⟩ ⊗ |w⟩), (5)
|v⟩ ⊗ (|w⟩+ |w′⟩) = |v⟩ ⊗ |w⟩+ |v⟩ ⊗ |w′⟩, (6)
(|v⟩+ |v′⟩)⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ |w⟩+ |v′⟩ ⊗ |w⟩. (7)

است عدد یک با متناظر بردار هر n = m = 1 براي که کنید توجه اند آمده کجا از خواص این اینکه شهودي درك جهت
نیستند. جمع به نسبت ضرب توزیعپذیري همچنین و ضرب عمل شرکتپذیري جز چیزي روابط این و

برقرارند. همواره بالا خواص که کنید بررسی 16 تمرین

ترتیب همین به و هستند صفر آن مولفههاي بقیهي است، یک که i-ام مولفهي از غیر که بگیرید n-تایی برداري |ei⟩
یک فقط که است mn-تایی برداري |ei⟩ ⊗ |fj⟩ تعریف طبق صورت این در کنید. تعریف را |fj⟩ m-تایی بردارهاي
ترکیب از واقع در میدهند. تشکیل را Cmn استاندارد پایهي هم روي و است mn بردارها این تعداد دارد. ناصفر مولفهي
Cn⊗Cm با را Cmn برداري فضاي گاهی دلیل همین به ساخت. Cmnرا فضاي کل میتوان |ei⟩⊗|fj⟩ بردارهاي خطی

است. فوق صورت به mn-تایی بردارهاي ساختن نحوهي بر تاکید صرفا موضوع این دلیل میدهیم. نشان
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صورت به میتوان را |Φ⟩ ∈ Cmn بردار هر همچنین است. Cmn با یکریخت برداري فضاي یک Cn ⊗ Cm پس
که دارند وجود ci اعداد و |wi⟩ و |vi⟩ بردارهاي یعنی نوشت. |v⟩ ⊗ |w⟩ فرم به بردارهاي خطی ترکیب

|Φ⟩ =
∑
i

ci|vi⟩ ⊗ |wj⟩.

صورت به صرفا و نیست |v⟩ ⊗ |w⟩ فرم به لزوما mn-تایی بردار هر اینکه اولا است. ضروري نکته دو به توجه اینجا در
مثال براي نیست. یکتا خطی ترکیب این صورت به |Φ⟩ نوشتن نحوهي ثانیا است. نوشتن قابل بردارها این خطی ترکیب

داریم

|e1⟩ ⊗ |f1⟩+ |e2⟩ ⊗ |e2⟩ =
1

2
(|e1⟩+ |e2⟩)⊗ (|f1⟩+ |f2⟩) +

1

2
(|e1⟩ − |e2⟩)⊗ (|f1⟩ − |f2⟩).

کنندهي بیان خود رابطه سه این واقع در است. بررسی قابل (7) و (6) ،(5) روابط از استفاده با راحتی به رابطه این درستی
نیست. یکتا ⟨v|-ها ⊗ |w⟩ خطی ترکیب حسب بر |Φ⟩ نوشتن نحوهي که هستند این

ضرب براي (7) و (6) ،(5) روابط از غیر دیگري رابطهي آیا که است این شود پرسیده اینجا در است ممکن که سوالی
براي میآید. بدست رابطه سه این ترکیب از دیگري رابطهي هر است؛ خیر سوال این جواب است؟ برقرار بردارها تانسوري
ضرب عمل جابجایی همچنین (و جمع به نسبت ضرب پذیري توزیع و ضرب پذیري شرکت m = n = 1 حالت در مثال

هستند. اعداد ضرب عمل خواص تنها نیست) برقرار کلی حالت در تانسوري ضرب براي وضوح به اینجا در که
نه خاصیت این میدهند. تشکیل Cn ⊗ Cm ≡ Cmn فضاي براي پایهاي |ei⟩ ⊗ |fj⟩ بردارهاي که دیدیم
کنید فرض موضوع این اثبات براي است. برقرار Cm و Cn فضاهاي براي پایه دو هر براي بلکه بردارها این براي فقط
ادعا اینصورت در باشد Cm براي دلخواه پایهاي {|w1⟩, . . . , |wm⟩} و Cn براي دلخواه پایهاي {|v1⟩, . . . , |vn⟩}

که میکنیم

{|vi⟩ ⊗ |wj⟩ : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

= {|v1⟩ ⊗ |w1⟩, |v1⟩ ⊗ |w2⟩, . . . , |v1⟩ ⊗ |wm⟩, |v2⟩ ⊗ |w1⟩, . . . , |v2⟩ ⊗ |wm⟩, . . . , |vn⟩ ⊗ |wm⟩}

است. Cn ⊗ Cm فضاي براي پایه یک

فضاي بعد با آنها تعداد چون صورت این در زیرا هستند خطی مستقل بردارها این که دهیم نشان است کافی اثبات:
این در باشد. خطی وابسته بردارها که کنید فرض داد. خواهند تشکیل پایه یک حتما است، یکی Cn ⊗ Cm ≡ Cmn

که طوري به دارد وجود ناصفري {xij} صورت
n∑

i=1

m∑
j=1

xij |vi⟩ ⊗ |wj⟩ = 0.

کنید فرض

|vi⟩ =


αi1

αi2...
αin
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با است n∑معادل
i=1

∑m
j=1 xij |vi⟩ ⊗ |wj⟩ بردار اول مولفهي m بودن صفر صورت این در

n∑
i=1

m∑
j=1

xijαi1|wj⟩ = 0.

یا
m∑
j=1

( n∑
i=1

xijαi1

)
|wj⟩ = 0.

داریم: هستند خطی مستقل |wj⟩ بردارهاي چون
n∑

i=1

xijαi1 = 0 ∀j.

داد نشان میتوان دوم مولفه m از استفاده با مشابها
n∑

i=1

xijαi2 = 0 ∀j.

میآوریم بدست تساويها این همهي دادن قرار هم کنار با
n∑

i=1

xij |vi⟩ = 0 ∀j.

داشت. خواهیم کنیم استفاده |vi⟩ بردارهاي بودن خطی مستقل از اگر که

xij = 0 ∀i, j.

دهید نشان 17 تمرین

1
2
1
−1
−2
1


نیست. |w⟩ ∈ C2 و |v⟩ ∈ C3 بردار دو تانسوري ضرب صورت به نوشتن قابل

دهید نشان 18 تمرین

a11
a12
a21
a22
a31
a32
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حداکثر زیر ماتریس رتبهي اگر فقط و اگر است نوشتن قابل |w⟩ ∈ C2 و |v⟩ ∈ C3 آن در که |v⟩ ⊗ |w⟩ صورت به
باشد. )یک

a11 a21 a31
a12 a22 a32

)
.

تانسوري ضرب درایههاي میان یک به یک تناظر یک 19 تمرین


α1

α2...
αn

⊗


β1
β2...
βm


ضرب از حاصل ماتریس درایههاي و


α1

α2...
αn

(β1 β2 · · · βm
)

کنید. پیدا

کلی حالت 2.3.2
و است mnبعدي فضاي یک که دیدیم و کردیم تعریف را تانسوري ضرب Cm و Cn برداري فضاهاي براي قبل قسمت در
نظر Wدر و V دلخواه برداري فضاي دو هر براي را برداري فضاهاي تانسوري ضرب میخواهیم اینجا در .Cmn با یکریخت
،|w⟩ ∈ W و |v⟩ ∈ V بردار دو هر ازاي به و بود خواهد برداري فضاي یک نیز V ⊗W بالا خاص حالت مانند بگیریم.

است V ⊗W در برداري |v⟩ ⊗ |w⟩

⊗ : V ×W → V ⊗W (8)

است: |v⟩ ⊗ |w⟩ بردارهاي خطی ترکیب از شده تشکیل V ⊗W واقع در و

V ⊗W =

{
k∑

i=1

ci|vi⟩ ⊗ |wi⟩ : ∀k, ∀ci, ∀|vi⟩, ∀|wi⟩

}
.

∑k
i=1 ci|vi⟩ ⊗ |wi⟩ فرم به V ⊗W بردار یک نوشتن ،Cn ⊗ Cm مثال همانند دارد وجود که مهمی نکتهي منتهی

،(5) روابط در تانسوري ضرب عملگر میکنیم فرض ما که است این بالا خاص مثال همانند موضوع این دلیل نیست. یکتا
میکند. صدق (7) و (6)

به است آنها خطیهاي ترکیب همهي و |v⟩ ⊗ |w⟩ فرم بردارهاي از شده تشکیل برداري فضاي یک V ⊗W 20 تعریف
هستند. تانسوري ضرب براي موجود رابطههاي تنها رابطه سه این علاوه به برقرارند. (7) و (6) ،(5) روابط که طوري
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براي که است این واقعیت دارد؟ وجود فوق تعریف با سازگار V ⊗W برداري فضاي چرا که شود سوال است ممکن
اینجاست در نکته ولی نیست. آنها به پرداختن فرصت درس این در که داریم جدیدي ابزارهاي به نیاز موضوع این اثبات
جواب نمیدهد. V ⊗ W مورد در ما به چندانی شهود فوق، تعریف بودن سازگار دقیق اثبات و جدید ابزارهاي این که
این در بردار هر مختصات نوشتن و W و V براي پایههایی گرفتن با که است این داد فوق سوال به میتوان که دیگري
بالا در دقیق طور به Cn ⊗Cm که آنجا از داشت. خواهیم Cm Wو بین همچنین و ،Cn و V بین یکریختیهایی پایهها

برقرارند. W و V بردارهاي براي (7) و (6) ،(5) خواص و است تعریف قابل نیز V ⊗W فضاي شد، تعریف
شدهاند. خلاصه زیر قضیهي در فوق مطالب

همزمان زیر خواص که طوري به دارد وجود V ⊗W تانسوري ضرب فضاي W و V برداري فضاي دو هر براي 21 قضیه
باشند: برقرار

شامل V ⊗ W همچنین دارد. وجود |v⟩ ⊗ |w⟩ ∈ V ⊗ W بردار |w⟩ ∈ W و |v⟩ ∈ V بردار دو هر براي •
است. فوق بردارهاي خطیهاي ترکیب همهي

داریم W در |w′⟩ و |w⟩ دلخواه بردارهاي و V در |v′⟩ و |v⟩ دلخواه بردارهاي براي •

(c|v⟩)⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ (c|w⟩) = c(|v⟩ ⊗ |w⟩), (9)
|v⟩ ⊗ (|w⟩+ |w′⟩) = |v⟩ ⊗ |w⟩+ |v⟩ ⊗ |w′⟩, (10)
(|v⟩+ |v′⟩)⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ |w⟩+ |v′⟩ ⊗ |w⟩. (11)

میشود. نتیجه رابطه سه این از بردارها تانسوري ضرب بین دیگري رابطهي هر همچنین

است. W و V ابعاد حاصلضرب برابر V ⊗W برداري فضاي بعد •

dimV ⊗W = dimV dimW.

W براي دلخواه پایهاي {|w1⟩, . . . , |wm⟩} و V براي دلخواه پایهاي {|v1⟩, . . . , |vn⟩} که صورتی در بعلاوه
اینصورت در باشد

{|vi⟩ ⊗ |wj⟩ : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

= {|v1⟩ ⊗ |w1⟩, |v1⟩ ⊗ |w2⟩, . . . , |v1⟩ ⊗ |wm⟩, |v2⟩ ⊗ |w1⟩, . . . , |v2⟩ ⊗ |wm⟩, . . . , |vn⟩ ⊗ |wm⟩}

بود. خواهد V ⊗W فضاي براي پایه یک

با است برابر V ⊗W برداري فضاي صفر بردار |w⟩ ∈ W و |v⟩ ∈ V هر براي 22 مثال
0⊗ |w⟩ = |v⟩ ⊗ 0 = 0⊗ 0.

(9) طبق که کنیم توجه است کافی تساوي این اثبات براي

|v⟩ ⊗ 0 = |v⟩ ⊗ (0 · 0) = 0 · (|v⟩ ⊗ 0) = (0 · |v⟩)⊗ 0 = 0⊗ 0.
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فضا یک V صورت این در باشد. α1x+α2x
2 +α3x

3 صورت به چندجملهايهاي مجموعهي V کنید فرض 23 مثال
بگیرید. β1y+β2y

2 فرم به چندجملهايهاي برداري Wفضاي همچنین .{x, x2, x3} پایهي با است بعدي سه برداري
شامل و {x⊗ y, x⊗ y2, x2 ⊗ y, x2 ⊗ y2, x3 ⊗ y, x3 ⊗ y2} پایهي با برداري فضاي یک V ⊗W اینصورت در

فرم به بردارهاي

γ1x⊗ y + γ2x⊗ y2 + γ3x
2 ⊗ y + γ4x

2 ⊗ y2 + γ5x
3y + γ6x

3 ⊗ y2

توجه است. چندجملهايها فضاي همان V ⊗ W که میبینیم کنیم حذف xi ⊗ yj از را ⊗ علامت اگر ایجا در است.
.dimV ⊗W = 6 که کنید توجه همچنین برقرارند. چندجملهايها براي وضوح به (9) و (10) ،(11) روابط که کنید

بردار اینصورت در میشود. حذف راحتی براي |v⟩ ⊗ |w⟩ بردار در ⊗ نماد معمولا
k∑

i=1

ci|vi⟩ ⊗ |wi⟩

با را
k∑

i=1

ci|vi⟩|wi⟩

میدهیم. k∑نمایش
i=1 ci|vi, wi⟩ با گاهی حتی یا و

صورت به را S : V ⊗W → W ⊗ V عملگر میخواهیم 24 مثال

S

(∑
i

ci|vi⟩ ⊗ |wi⟩

)
=
∑
i

ci|wi⟩ ⊗ |vi⟩

بتوان را |Φ⟩ ∈ V ⊗W اگر که معنا این به است. خوشتعریف S که دهیم نشان باید ابتدا کار این براي بگیریم. نظر در
فرم به صورت دو به

|Φ⟩ =
∑
i

ci|vi⟩ ⊗ |wi⟩ =
∑
j

c′j |v′j⟩ ⊗ |w′
j⟩

داریم آنگاه ∑نوشت
i

ci|wi⟩ ⊗ |vi⟩ =
∑
j

c′j |w′
j⟩ ⊗ |v′j⟩.∑

i ci|vi⟩⊗|wi⟩ پستساوي= هستند. تانسوري برايضرب برقرار تنها (11) و (10) ،(9) روابط که گفتیم که کنید توجه
اثبات براي که میگیریم نتیجه میآید. بدست (11) و (10) ،(9) رابطهي سه ترکیب از خود نیز ∑j c

′
j |v′j⟩ ⊗ |w′

j⟩

از یک هر طرف دو بر S اعمال با یعنی بدهیم، نشان را (11) و (10) ،(9) با آن سازگاري است کافی S خوشتعریفی
با و میرسیم، خودش به اول تساوي طرف دو بر S اعمال با میرسیم. مجاز رابطهاي به باز (11) و (10) ،(9) تساويهاي
خوشتعریفی این و است سازگار رابطه سه این با S اینکه نتیجه بالعکس. و میرسیم سوم تساوي به دوم تساوي بر S اعمال

میدهد. نتیجه را S
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داریم |w⟩ ⊗ |v⟩ ∈ W ⊗ V هر براي پوشاست؛ S دیگري طرف از است. خطی عملگري S وضوح به تعریف طبق
کنید توجه همچنین پوشاست. S میدهند، پوشش را W ⊗ V فضاي بردارها این چون و S|v⟩ ⊗ |w⟩ = |w⟩ ⊗ |v⟩

W ⊗ V و V ⊗W فضاي دو بین یکریختی یک S لذا است. صفر S پوچ فضاي پس است برابر S برد و دامنه بعد که
میدهد. نتیجه

به را T : V ⊗C → V نگاشت میتوانیم پس نیست. عدد یک جز Wچیزي = C برداري فضاي در بردار هر 25 مثال
خطی T تعریف طبق دهیم. گسترش فضا کل روي خطی صورت به را آن و کرده تعریف T (|v⟩ ⊗ w) = w|v⟩ صورت
آنگاه بدهیم نشان را T خوشتعریفی اگر بنابراین است. واضح T بودن پوشا و است برابر برد و دامنه بعد همچنین است.
و (10) ،(9) روابط با را آن سازگاري کافی T خوشتعریفی براي بود. خواهد V ⊗ C و V بین یکریختی یک نگاشت این

میشود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به که کنیم بررسی (11)

عملگر دهید نشان .W = Cn و باشد n × n ماتریسهاي برداري فضاي V = Mn(C) کنید فرض 26 تمرین
باشیم داشته ci اعداد و |vi⟩ بردارهاي و Ai ماتریسهاي براي که T : Mn(C)⊗ Cn → Cn

T (
∑
i

ciAi ⊗ |vi⟩) =
∑
i

ciAi|vi⟩.

است. تعریف خوش

داشته و باشد خطی مولفه دو هر به نسبت f یعنی باشد. خطی دو فرم یک f : V ×W → C کنید فرض 27 تمرین
باشیم:

f(|v⟩+ α|v′⟩, |w⟩) = f(|v⟩, |w⟩) + αf(|v′⟩, |w⟩),

که طوري به کرد تعریف میتوان را T : V ⊗W → C خطی عملگري دهید نشان دوم. مولفهي براي ترتیب همین به و
.T (|v⟩ ⊗ |w⟩) = f(|v⟩, |w⟩)

{|w1⟩, . . . , |wm⟩} و V براي دلخواه پایهاي {|v1⟩, . . . , |vn⟩} کنید فرض تانسوري: بردارهاي نمایشمختصاتی
داد بسط V پایهي در میتوان را |v⟩ بگیرید. دلخواه بردارهایی را |w⟩ و |v⟩ همچنین باشد. W براي دلخواه پایهاي

با است برابر پایه این در آن مختصات نمایش نتیجه در و |v⟩ =∑n
i=1 αi|vi⟩α1...

αn

 .

W پایهي در را |w⟩ مختصاتی نمایش ترتیب همین ...β1به
βm
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صورت این در بگیرید.

|v⟩ ⊗ |w⟩ =

(
n∑

i=1

αi|vi⟩

)
⊗

 m∑
j=1

βj |wj⟩


با است برابر (11) و (10) ،(9) روابط طبق که

|v⟩ ⊗ |w⟩ =
n∑

i=1

m∑
j=1

αiβj |vi⟩ ⊗ |wj⟩.

بردار بسط واقع در بالا عبارت است. V ⊗W براي پایه یک {|vi⟩ ⊗ |wj⟩ : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} که دیدیم
است برابر پایه این در |v⟩ ⊗ |w⟩ مختصاتی نمایش پس میدهد. نشان پایه اعضاي خطی ترکیب حسب بر را |v⟩ ⊗ |w⟩

با

α1β1
α1β2...
α1βm
α2β1
α2β2...
α2βm...
αnβm



=


α1

α2...
αn

⊗


β1
β2...
βm

 .

شد. ثابت زیر قضیهي

تانسوري ضرب از {|vi⟩ ⊗ |wj⟩ : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} پایهي در |v⟩ ⊗ |w⟩ مختصاتی نمایش 28 قضیه
میآید. بدست {|w1⟩, . . . , |wm⟩} و {|v1⟩, . . . , |vn⟩} پایههاي در |w⟩ و |v⟩ مختصاتی نمایش

بردارهاي تانسوري ضرب با آن سازگاري و m-تایی و n-تایی بردارهاي تانسوري ضرب خوشتعریفی واقع در قضیه این
میدهد. نشان را دلخواه

V ⊗W براي متناظر پایههاي در را 24 مثال در S عملگر نمایش ماتریس و مشخص W و V براي پایههایی 29 تمرین
کنید. حساب W ⊗V و

تانسوري ضرب فضاي روي داخلی ضرب 4.2
ضرب یک نیز V ⊗W فضاي براي میتوان صورت این در باشند. داخلی ضرب به مجهز W و V فضاي دو کنید فرض

صورت به |v′⟩ ⊗ |w′⟩ و |v⟩ ⊗ |w⟩ فرم به بردار دو داخلی ضرب کار این براي کرد. تعریف داخلی

(|v⟩ ⊗ |w⟩, |v′⟩ ⊗ |w′⟩)V⊗W = ⟨v|v′⟩⟨w|w′⟩
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دیگر عبارت به میدهیم. گسترش اول مولفهي به نسبت پادخطی و دوم مولفهي به نسبت خطی صورت به را آن و تعریف
میکنیم تعریف |Ψ⟩ =

∑
j ej |v′j⟩|w′

j⟩ و |Φ⟩ =
∑

i ci|vi⟩|wi⟩ دلخواه بردار دو براي

(|Φ⟩, |Ψ⟩)V⊗W =
∑
i,j

c∗i ej
(
|vi⟩, |v′j⟩

)
V (|wi⟩, |w′

j⟩)W

=
∑
i,j

c∗i ej⟨vi|v′j⟩⟨wi|w′
j⟩.

میباشد. دارا را داخلی ضرب خواص تعریف این ثانیا و است خوشتعریف فوق عبارت اولا که دهیم نشان باید
دلخواه بردار هر براي مثلا دهیم. نشان را (9) و (10) ،(11) روابط با آن بودن سازگار باید خوشتعریفی براي قبل مانند

دهیم نشان باید تانسوري فضاي در |Φ⟩ =∑i ci|vi⟩|wi⟩(
|Φ⟩, |v⟩ ⊗ (|w⟩+ |w′⟩)

)
V⊗W = (|Φ⟩, |v⟩ ⊗ |w⟩)V⊗W + (|Φ⟩, |v⟩ ⊗ |w′⟩)V⊗W .

با است برابر تساوي این چپ ∑سمت
i

c∗i (|vi⟩, |v⟩)V(|wi⟩, |w⟩+ |w′⟩)W =
∑
i

c∗i (|vi⟩|v⟩)V(|wi⟩, |w⟩)W +
∑
i

c∗i (|vi⟩|v⟩)V(|wi⟩, |w′⟩)W

= (|Φ⟩, |v⟩ ⊗ |w⟩)V⊗W + (|Φ⟩, |v⟩ ⊗ |w′⟩)V⊗W .

میکنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را دیگر رابطهي دو با سازگاري اثبات
به نسبت بودن خطی مانند خواصی داراست. را داخلی ضرب خواص همهي تعریف این که دهیم نشان باید حال

دهیم نشان است کافی پس است. بررسی قابل براحتی دوم مولفهي

⟨Φ|Φ⟩ =
∑
i,i′

c∗i ci′⟨vi|vi′⟩⟨wi|wi′⟩ ≥ 0

در |vi⟩ بردار بسط ضرایب αik که کنید فرض کار این براي .|Φ⟩ = 0 اگر فقط و اگر است صفر و است نامنفی عددي
داریم صورت این در باشند. یکه متعامد پایهاي در |wj⟩ بسط ضرایب βjl همچنین و باشند یکه متعامد پایهاي

⟨vi|vi′⟩ =
∑
k

α∗
ikαi′k, ⟨wi|wi′⟩ =

∑
l

β∗
ilβi′l,

نتیجه در و

⟨Φ|Φ⟩ =
∑
i,i′,k,l

c∗i ci′α
∗
ikαi′kβ

∗
ilβi′l

=
∑
k,l

∣∣∣∣∣∑
i

ciαikβil

∣∣∣∣∣
2

≥ 0.
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که دهید نشان .∑i ciαikβil = 0 باشیم داشته k, l هر براي اگر فقط و اگر ⟨Φ|Φ⟩ = 0 فوق روابط طبق 30 تمرین
.|Φ⟩ = 0 با معادلند تساويها این

میکند. القا V ⊗W فضاي روي خوشتعریف داخلی ضرب یک واقعا کردیم تعریف که رابطهاي بنابراین
ضرب این شد گفته که طور همان میآید، پیچیده نظر به تانسوري ضرب فضاي روي شده تعریف داخلی ضرب گرچه

رابطهي از استفاده جز چیزي داخلی

(|v⟩ ⊗ |w⟩, |v′⟩ ⊗ |w′⟩) = ⟨v|v′⟩⟨w|w′⟩

نیست. دوم و اول مولفههاي به نسبت آن بسط بعد و

کنید فرض 31 مثال

|v⟩ =

1
0
2

 , |v′⟩ =

−3
1
1


و باشند C3 در بردارهایی

|w⟩ =
(
1
2

)
صورت این در .C2 در برداري

(|v⟩|w⟩, |v′⟩|w⟩) = ⟨v|v′⟩∥|w⟩∥2 = (−3 + 0 + 2)(1 + 4) = −5.

داریم دیگر طرف از

|v⟩|w⟩ =



1
2
0
0
2
4

 , |v′⟩|w⟩ =



−3
−6
1
2
1
2

 ,

نتیجه . −3 − 12 + 0 + 0 + 2 + 8 = −5 با است برابر C6 فضاي در بردارهایی عنوان به دو این داخلی ضرب که
است. سازگار C6 داخلی ضرب با C3 ⊗ C2 داخلی ضرب میگیریم

.∥|v⟩|w⟩∥ = ∥|v⟩∥ · ∥|w⟩∥ دهید نشان 32 تمرین

براي یکه متعامد پایهاي {|w1⟩, . . . , |wm⟩} و V براي یکه متعامد پایهاي {|v1⟩, . . . , |vn⟩} کنید فرض 33 قضیه
اینصورت در باشد. W

{|vi⟩|wj⟩ : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

است. V ⊗W فضاي براي یکه متعامد پایهي یک
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کنید. ثابت را فوق قضیهي 34 تمرین

بردار چهار دهید نشان باشد. V بعدي دو فضاي براي یکه متعامد پایهي یک {|v⟩, |v′⟩} کنید فرض 35 تمرین

|Φ±⟩ = 1√
2
(|v⟩|v⟩ ± |v′⟩|v′⟩), |Ψ±⟩ = 1√

2
(|v⟩|v′⟩ ± |v⟩|v′⟩)

میدهند. تشکیل V ⊗ V فضاي براي یکه متعامد پایهي یک

که طوري به دارند وجود |w′⟩ و |v′⟩ صورت این در باشد. یک |Φ⟩ = |v⟩|w⟩ بردار طول کنید فرض 36 مثال
.|w′⟩ = 1

∥|w⟩∥ |w⟩ و |v′⟩ = 1
∥|v⟩∥ |v⟩ دهیم قرار است کافی کار این براي .Φ = |v′⟩|w′⟩ و ∥|v′⟩∥ = ∥|w′⟩∥ = 1

فضاي در یک طول به دلخواهی بردار که کنید فرض بگیرید. نظر در را |wj⟩ و |vi⟩ یکهي متعامد پایههاي 37 مثال
داریم: V ⊗W ∑تانسوري

ij

xij |vi⟩|wj⟩

داریم: است یک برابر بردار طول چون صورت این ∑در
ij

|xij |2 = 1

به میتوان پس
|xij |2 ∈ [0, 1] ∀i, j.

توزیع یک معنی pij , i ∈ [1 : n], j ∈ [1 : m] صورت این در نامید. pij را آن و کرد نگاه احتمال یک عنوان به
داشت. خواهد را تصادفی متغیر دو میان مشترك

که باشد |v⟩ ⊗ |w⟩ تانسوري ضرب صورت به ما بردار که کنید فرض حال

|v⟩ =
∑
i

αi|vi⟩, |w⟩ =
∑
j

βj |wj⟩.

از یک هر طول که کرد فرض میتوان قبل مثال طبق همچنین .pij = |αi|2|βj |2 داریم و xij = αiβj صورت این در
یعنی است. یک برابر |w⟩ و |v⟩ ∑بردارهاي

i

|αi|2 =
∑
j

|βj |2 = 1

صورت این در
pj =

∑
i

pij =
∑
i

|xij |2 =
∑
i

|αi|2|βj |2 = |βj |2

مشابها و
pi =

∑
j

pij = |αi|2

بود. خواهند مستقل تصادفی متغیر دو و pij = pipj پس
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داریم. دسترس در را [|v⟩, |w⟩] یعنی |w⟩ و |v⟩ بردار دو مستقیم جمع که کنید فرض یکتا) بازیابی (قابلیت 38 مثال
اول قسمت است کافی کرد؛ بازیابی آنها مستقیم جمع روي از را |w⟩ و |v⟩ بردارهاي میتوان سادگی به صورت این در

بنامیم. |w⟩ و کرده جدا را آن دوم قسمت و بنامیم، |v⟩ را آن و کرده جدا را بردار
کنیم؟ بازیابی یکتا صورت به را |w⟩ و |v⟩ میتوانیم آیا داریم. اختیار در را |v⟩ ⊗ |w⟩ بردار که کنید فرض حال اما

دلخواه θ هر براي زیرا است منفی جواب

|v⟩ ⊗ |w⟩ = (θ|v⟩)⊗ (
1

θ
|w⟩)

هستند. همراستا داریم بالا تساوي در که θ|v⟩ و |v⟩ بردار دو اما ندارد. وجود بردارها یکتاي بازیابی امکان بنابراین
براي اگر است. مثبت سؤال این به جواب کنیم؟ بازیابی یکتا صورت به را |w⟩ و |v⟩ راستاهاي حداقل میتوانیم آیا
آنگاه |w⟩ =

∑
j βj |wj⟩ و |v⟩ =

∑
i αi|vi⟩ باشیم داشته {|w1⟩, . . . , |wm⟩} و {|v1⟩, . . . , |vn⟩} پایههاي

آن در که |v⟩|w⟩ =∑i,j xij |vi⟩|wj⟩

xij = αiβj .

نتیجه ∑در
j

xij = αi

∑
j

βj

 .

بردار نتیجه در
∑

j x1j∑
j x2j...∑
j xnj


بردار با موازي

α1

α2...
αn


یافت. را |v⟩ بردار راستاي میتوان پس بود. خواهد
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