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در که است W ⊆ H زیرفضاي یک با متناظر خود شکل کلیترین در کوانتمی کد یک که دیدیم گذشته جلسهي
حافظ خطی عملگر یک با کدگذاري بود). خواهد n کد طول حالت این در (که است کیوبیت n هیلبرت فضاي H آن
در (که است کیوبیت k هیلبرت فضاي K آن در که میشود مشخص V : K → W ⊆ H (isometry) داخلی ضرب

Wگرفتیم. فضاي زیر روي عمود تصویر عملگر را P میکند). کد را کیوبیت k کوانتمی کد حالت این
صورت به اثر حافظ و مثبت کاملا کوانتمی نگاشت یک کلی حالت در را میکند اثر کد فضاي روي که خطایی

گرفتیم. E : L(H) → L(H)

E(ρ) =
∑
i

EiρE
†
i

R : کوانتمی نگاشت باشد داشته وجود اگر میکند تصحیح را E خطاي P کد صورت این در .∑iE
†
iEi = I که

.R ◦ E(PρP ) = PρP باشیم داشته ρ چگالی ماتریس هر براي که طوري به L(H) → L(H)

بود. گذشته جلسهي نتیجهي مهمترین زیر قضیهي

که طوري به αij ∈ C باشد داشته وجود i, j هر براي اگر فقط و اگر است تصحیح قابل E خطاي تحت P کد قضیه:

PE†
iEjP = αijP. (1)

خطا سازي گسسته 1
که طوري به بگیرید دیگري کوانتمی نگاشت را F(ρ) =

∑
k FkρF

†
k و کند تصحیح را E خطاي P کد کنید فرض

که cki ∈ C باشد داشته وجود

Fk =
∑
i

ckiEi. (2)

داریم صورت این در

PF †
kFℓP =

∑
i,j

c∗kicℓjPE
†
iEjP =

∑
i,j

c∗kicℓjαij

P.
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میکند. تصحیح نیز را F خطاي P کد بالا قضیهي طبق بنابراین

باشیم داشته ρ هر براي که طوري به R باشد داشته وجود و کند تصحیح را E خطاي P کد کنید فرض قضیه:
داریم صورت این در باشد. برقرار (2) و باشد دیگري خطاي F کنید فرض همچنین . R ◦ E(PρP ) = PρP

.R ◦ F(PρP ) = PρP

که دیگري نابدیهی نکتهي باشد. تصحیح قابل E خطاي اگر است تصحیح قابل F خطاي که کردیم استدلال بالا در
تصحیح نیز را F خطاي میکند، تصحیح E خطاي که کدبردارياي عملیات «همان» که است این دارد وجود قضیه این در

میکند.
R ◦ E(PρP ) = PρP ⇒ R ◦ F(PρP ) = PρP.

کنید. مراجعه کتاب به قضیه این اثبات براي
قضیهي بود. خطاها فضاي بودن پیوسته کوانتمی کد وجود کنندگان انکار استدلالهاي از یکی گفتیم پیش جلسهي
«یک» روي خطا گونه هر که کنیم طراحی کدي بخواهیم کنید فرض میکند. گسسته را کوانتمی خطاهاي فضاي فوق
را {Ei} = {I,X, Y, Z} خطاهاي مجموعهي کد این که دهیم نشان است کافی کار این براي کند. تصحیح را کیوبیت

هستند. پاولی ماتریسهاي X,Y, Z که میکند تصحیح

X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 −i
i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)
.

این تصحیح با لذا و میدهند تشکیل 2 × 2 ماتریسهاي فضاي براي پایه یک پاولی ماتریسهاي که است این در نکته
میکنیم. بررسی شور 9-کیوبیتی کد دقیقتر بررسی با را ایده این میشود. تصحیح نیز دیگري خطاي هر خطاها

شور 9-کیوبیتی کد 2
آن در که میکند کد α|v0⟩+ β|v1⟩ صورت به کیوبیت 9 در دارد قرار α|0⟩+ β|1⟩ حالت در که را کیوبیت 1 شور کد

|v0⟩ =
1

2
√
2
((|000⟩+ |111⟩)⊗ (|000⟩+ |111⟩)⊗ (|000⟩+ |111⟩)) ,

|v1⟩ =
1

2
√
2
((|000⟩ − |111⟩)⊗ (|000⟩ − |111⟩)⊗ (|000⟩ − |111⟩)) .

با است برابر کد زیرفضاي یعنی P تعریف طبق نتیجه در

P = |v0⟩⟨v0|+ |v1⟩⟨v1|.

زیر خطاي کار این براي میکند. تصحیح را بیاید وجود به کیوبیت یک روي که خطایی هر کد این دهیم نشان میخواهیم
میگیریم نظر در را
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E(ρ) = 1

28

(
ρ+

9∑
i=1

XiρXi + YiρYi + ZiρZi

)
.

به کیوبیتها باقی روي (و میکند اثر i-ام کیوبیت روي که است X پاولی عملگر Xi مثال) (براي از منظور اینجا در
خطی ترکیب صورت به میتوان را کند اثر i-ام کیوبیت روي که E عملگر هر که کنید توجه میکند). اثر همانی صورت
و است تصحیح قابل نیز دیگر خطاي هر باشد تصحیح قابل فوق خطاي اگر قبل قضیهي طبق پس نوشت. I,Xi, Yi, Zi

میکند. تصحیح را شود واقع کیوبیت یک روي که خطایی هر P کد که گرفت نتیجه میتوان
دارد وجود E,E′ ∈ {I,X1, . . . , X9, Y1, . . . , Y9, Z1, . . . , Z9} هر براي که کنیم ثابت میخواهیم حال

.PE†E′P = αP که α ∈ C

کنید تعریف

g1 = Z1Z2, g2 = Z2Z3, g3 = Z4Z5

g4 = Z5Z6, g5 = Z7Z8, g6 = Z8Z9

g7 = X1X2X3X4X5X6, g8 = X4X5X6X7X8X9

تحدید دیگر عبارت به .a = 0, 1 براي gi|va⟩ = |va⟩ داریم همچنین .gigj = gjgi و g2i = I ،g†i = gi داریم
است: همانی عملگر کد زیرفضاي روي gi-ها

giP = P.

دهید قرار
Q =

8∏
i=1

I + gi
2

.

مقدار با gi ویژهي زیرفضاي روي تصویر عملگر برابر I+gi
2 و هستند ±1 با برابر gi ویژهي مقادیر ،g2i = I که آنجا از

ویژهي فضاي زیر روي تصویر عملگر با برابر Q بنابراین میشوند. جابجا دو به دو gi-ها دیگر طرف از است. +1 ویژهي
میتوان را P یعنی .QP = P میشود نتیجه giP = P از واقع در است. +1 ویژهي مقدار با gi-ها همهي «مشترك»

گرفت. نظر در Q از فضایی زیر عنوان به
.rankQ = rankP = 2 دهیم نشان است QPکافی = P که آنجا از تساوي این اثبات براي .Q = P میکنیم ادعا

.rankQ = trQ داریم است تصویر عملگر یک Q چون

trQ = tr
8∏

i=1

I + gi
2

=
1

28

∑
T⊆{1,...8}

tr

(∏
i∈T

gi

)

=
1

28
trI =

29

28
= 2.
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است. 0 برابر صورت این غیر در و باشد همانی اگر است 29 برابر پاولی عملگر هر اثر که کردیم استفاده نکته این از اینجا در
پس

P = Q =

8∏
i=1

I + gi
2

.

ماتریس یک F = E†E′ نتیجه در .E,E′ ∈ {I,X1, . . . , X9, Y1, . . . , Y9, Z1, . . . , Z9} کنید فرض حال
که F ̸= I پاولی عملگر هر ازاي به که است بررسی قابل راحتی به میکند. اثر کیوبیت 2 حداکثر روي که است پاولی
(غیر نابدیهی پاولی عملگر هر دیگر عبارت به .Fgi = −giF که طوري به i دارد وجود کند اثر کیوبیت دو یا یک روي
g, h پاولی ماتریس دو هر براي که کنید (توجه میکند. اثر کیوبیت 3 روي حداقل شود، جابجا gi-ها همهي با که همانی)

بنابراین: (.gh = −hg یا gh = hg داریم

PFP = P

(
I + gi

2

)
F

(
I + gi

2

)
P = PF

(
I − gi

2

)
·
(
I + gi

2

)
P = 0.

شد. ثابت ادعا

جمعی کوانتمی کدهاي 3
میکنیم. شروع نمادگذاري چند با هستند. کوانتمی جمعی کدهاي فرمولبندي از خاصی حالت فوق استدلالهاي و شور کد

میکنند. اثر کیوبیت n روي که بگیرید پاولی ماتریسهاي مجموعهي را G

G = {cσ1 ⊗ · · · ⊗ σn : c ∈ {±1,±i}, σj ∈ {I,X, Y, Z}}.

گروه یک G .j ̸= 1, 2 هر براي σj = I و σ1 = X,σ2 = Z ،c = 1 که است پاولی عملگر X1Z2 از منظور
یا gh = gh داریم پاولی ماتریس دو هر براي که است بررسی قابل راحتی به میگویند. پاولی گروه آن به که که است

.±i یا و است ±1 یا g ∈ G ویژهي مقادیر واقع در .g2 = I گاه آن g† = g اگر همچنین .hg = −gh

ویژهي زیرفضاي روي) تصویر (عملگر را P و میکنیم مشخص S ⊆ G زیرگروه یک ابتدا جمعی کدهاي روش در
است؟ ناصفر P موقع چه که است این میآید پیش اینجا در که سوالی میگیریم. +1 ویژهي مقدار با S اعضاي مشترك

.−I /∈ S و باشد آبلی S اگر فقط و اگر است ناصفر P قضیه:

اگر همچنین .P = 0 تعریف طبق آنگاه −I ∈ S اگر هستند، −1 ،−I ویژهي مقادیر همهي چون (⇐) اثبات:
داریم: باشد +1 ویژهي مقدار با آنها مشترك ویژهي بردار یک |ψ⟩ و gh = −hg که طوري به g, h ∈ S

|ψ⟩ = g|ψ⟩ = gh|ψ⟩ = −hg|ψ⟩ = −|ψ⟩

.|ψ⟩ = 0 پس
است. تناقض که g2 = −I ∈ S آنگاه نباشد هرمیتی g ∈ S اگر .−I /∈ S و باشد آبلی S کنید فرض (⇒)

.g2 = I نتیجه در و هستند هرمیتی g ∈ S اعضاي همهي که میگیریم نتیجه
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شور کد مورد در که محاسباتی تکرار با بگیرید. S زیرگروه مینیمال مولد مجموعهي یک را {g1, . . . , gk} ⊆ S

که میشود نتیجه دادیم انجام

P =

k∏
i=1

I + gi
2

.

همانی وقتی i∈T∏فقط gi پس است. مینیمال مولد مجموعهي یک {g1, . . . , gk}فرض طبق که کنید توجه همچنین
با است برابر کد فضاي بعد نتیجه در .T = ∅ که است

trP =
1

2k

∑
T⊆{1,...,k}

tr

(∏
i∈T

gi

)
= 2n−k ̸= 0.

نیز را کد فضاي بعد بلکه است، نابدیهی کد فضاي موقع چه که دهیم تشخیص میتوانیم تنها نه قضیه این طبق
کیوبیت n− k تعداد (+1 ویژهي مقدار با S اعضاي مشترك ویژهي فضاي (یعنی P کد واقع در کنیم. محاسبه میتوانیم
مشخص که است این بعدي قدم باشد. عضوي k ،S مینیمال مولد مجموعهي و −I /∈ S باشد، آبلی S اگر میکند کد را
براي پایهاي پاولی ماتریسهایی که این و خطاها گسستهسازي قضیهي طبق میکند. تصحیح را خطاهایی چه P کنیم
تصحیح را پاولیاي خطاهاي چه P دهیم. پاسخ زیر سوال به میتوانیم معادل طور به میدهند، تشکیل خطاها فضاي

میکند.
داریم: نیاز تعریف یک به فوق سوال به دادن جواب براي

N(S) = {h ∈ G : ∀g ∈ S, hg = gh} = {h ∈ G : ∀i, 1 ≤ i ≤ k, hgi = gih}.

داریم است آبلی S چون است. G در S «نرمالساز» همان N(S) که داد نشان میتوان −I /∈ S که آنجا از واقع در
. S ⊆ N(S)

اگر میکند تصحیح Mرا خطاهاي P صورت این در باشد. پاولی خطاهاي از Mمجموعهاي ⊆ G کنید فرض قضیه:
.E†E′ /∈ N(S) \ S باشیم داشته E,E′ ∈M هر ازاي به

.PE†E′P = αP که طوري به دارد وجود α ∈ C دهیم نشان باید اثبات:
اگر .F /∈ N(S) یا و F ∈ S یا داریم: حالت دو F /∈ N(S) \ S اگر است. پاولی ماتریس یک F = E†E′

.giF = −Fgi که طوري به i دارد وجود تعریف طبق F /∈ N(S) اگر . PFP = P داریم تعریف طبق آنگاه F ∈ S

داریم
PFP = P

(
I + gi

2

)
F

(
I + gi

2

)
P = PF

(
I − gi

2

)
·
(
I + gi

2

)
P = 0.

زیرفضاي آن اثر که نباشد N(S) در خطا آگر است. همانی کد فضاي روي آن اثر آنگاه باشد، S در خطا اگر واقع در
است. تصحیح و تشخیص قابل لذا و میبرد آن بر عمود زیرفضاي یک به را کد
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