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11 جلسه

دو بین فاصله�ي محاسبه�ي با که طوري به کنیم تعریف کوانتمی حالات فضاي روي متري می�خواهیم جلسه این در
و است H هیلبرت فضاي یک با متناظر کوانتمی سیستم هر هستند. هم شبیه حد چه تا دهیم تشخیص بتوانیم حالت
تعریف قابل زیادي نرم�هاي L(H) فضاي روي می�شوند. داده نمایش ρ ∈ L(H) چگالی ماتریس�هاي با سیستم آن حالات

کنید تعریف X ∈ L(H) و 1 ≤ p ≤ ∞ هر براي هستند.

∥X∥p :=
(
tr(X†X)p/2

)1/p
.

بود. خواهد کوانتمی حالات فضاي رو نتیجه در و L(H) روي متر یک dp(ρ, σ) = ∥ρ− σ∥p صورت این در
هیلبرت-اشمیت نرم آن به که می�شود فضايL(H)القاء داخلی ضرب بوسیله�ي که است متري همان این p = براي2
است. هولدر1 نامساوي است برقرار نرم�ها این براي که مهمی نامساوي می�دهد. را عملگري نرم p = ∞ می�گویند. هم

داریم: 1/p+ 1/q = 1 که 1 ≤ p, q ≤ ∞ هر براي

|tr(XY )| ≤ ∥X∥p∥Y ∥q.

«معناي که هستیم متري دنبال به هستند، تعریف قابل کوانتمی حالات فضاي روي که مترهایی این همه�ي وجود با
از یک هر در که فیزیکی�اي سیستم مورد در اطلاعاتی کوانتمی حالت دو بین فاصله�ي اینکه یعنی باشد. داشته عملگري»

بدهد. دارد قرار حالت دو آن

اثر فاصله�ي 1
از حالت دو اگر بالعکس است. کم داد تمیز هم از را آنها بتوان اینکه احتمال باشند، نزدیک هم به کوانتمی حالت دو اگر
یا دوري از معیاري کوانتمی حالت دو دادن تمیز احتمال لذا داد. تمیز هم از را آنها می�توان زیاد احتمال با باشند دور هم

کردیم. بررسی قبلاً را کوانتمی حالت دادن تمیزي مسأله�ي آنهاست. نزدیکی
است. شده آماده�سازي σ حالت در 1/2 احتمال با و ρ حالت در 1/2 احتمال با کوانتمی سیستم یک که کنید فرض
اگر می�دهیم. انجام سیستم روي دو-دویی اندازه�گیري یک کار این براي است. حالت کدام در دهیم تشخیص می�خواهیم
آنجا از است. σ سیستم حالت می�گوییم صورت این غیر در و است، ρ حالت در سیستم می�گوییم شد 0 اندازه�گیري حاصل

1Holder’s inequality
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کنیم. استفاده اندازه�گیري براي POVM بندي فرمول از می�توانیم هستند مهم ما براي احتمالات فقط مسأله این در که
نتیجه در

Pr(درست (حدس = max
0≤E0,E1:E0+E1=I

1

2
tr(E0ρ) +

1

2
tr(E1σ)

= max
0≤E≤I

1

2
tr(Eρ) +

1

2
tr((I − E)σ)

=
1

2
+

1

2
max

0≤E≤I
tr(E(ρ− σ)).

بنابراین است. بیشتر دهیم تمیز هم از را σ و ρ اینکه احتمال باشد بزرگ max0≤E≤I tr(E(ρ− σ)) قدر هر پس
کنیم: تعریف حالت دو این فاصله�ي عنوان به را عدد این می�توانیم

D(ρ, σ) := max
0≤E≤I

tr(E(ρ− σ)).

پس است. هرمیتی ماتریس یک ρ−σ کرد. حساب ,D(ρرا σ) می�توان چگونه که می�دهیم پاسخ سؤال این به حال
هستند: حقیقی آن ویژه�ي مقادیر همه و است شدنی قطري یکه متعامد پایه�ي یک در

ρ− σ =
∑
i

λi|vi⟩⟨vi|

کنید تعریف است. یکه متعامد پایه�ي یک {|vi⟩} آن در که

S =
∑
i:λi>0

λi|vi⟩⟨vi|, T = −
∑
i:λi<0

λi|vi⟩⟨vi|.

داریم صورت این در

ρ− σ = S − T,

S, T ≥ 0,

ST = TS = 0,

trS = trT.

توجه چهارم رابطه�ي براي می�آید. بدست ⟨vi|ها بودن عمود از سوم رابطه�ي و برقرارند، تعریف طبق دوم و اول رابطه�ي
داریم حال . trS − trT = trρ− trσ = 1− 1 = 0 که کنید

D(ρ, σ) = max
0≤E≤I

tr(E(ρ− σ))

= max
0≤E≤I

tr(ES)− tr(ET )

≤ max
0≤E≤I

tr(ES)

≤ trS.

2



و 0 ≤ E ≤ I که دلیل این به است برقرار نامساوي آخرین جا این در

tr(ES) =
∑
i:λi>0

λi⟨vi|E|vi⟩ ≤
∑
i:λi>0

λi = trS.

براي دیگر طرف از .D(ρ, σ) ≤ trS پس

F =
∑
i:λi>0

|vi⟩⟨vi|

.tr(F (ρ − σ)) = tr(FS) − tr(FT ) = trS نتیجه در .0 ≤ F ≤ I همچنین و FS = S و FT = 0 داریم
بنابراین

D(ρ, σ) = trS.

D(·, خواص(· 1.1
0 ≤ D(ρ, σ) ≤ 1 .1

است. احتمال یک (1 +D(ρ, σ))/2 که دلیل این به اثبات:

ρ = σ اگر فقط و اگر D(ρ, σ) = 0 .2
هستند معین نیمه مثبت دو هر T, S که آنجا از و trS = trT = 0 که می�دهد نتیجه D(ρ, σ) = 0 اثبات:

.ρ− σ = 0 پس .S = T = 0 می�گیریم نتیجه

D(σ, σ′) ≤ D(ρ, σ) +D(ρ, σ′) .3
داریم: مثلث نامساوي اثبات براي اثبات:

D(σ, σ′) = max
0≤E≤I

tr(E(σ − σ′))

= max
0≤E≤I

tr(E(σ − ρ)) + tr(E(ρ− σ′))

≤ max
0≤E1≤I

tr(E1(σ − ρ)) + max
0≤E2≤I

tr(E2(ρ− σ′))

= D(ρ, σ) +D(ρ, σ′).

است. متر یک D(·, ·) که می�دهند نشان فوق خاصیت سه

ρσ = σρ = 0 اگر فقط و اگر D(ρ, σ) = 1 .4
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که آنجا از .tr(Eρ) − tr(Eσ) = 1 که طوري به دارد وجود 0 ≤ E ≤ I یعنی D(ρ, σ) = 0 اگر اثبات:
مثبت دو هر E و σ چون .tr(Eσ) = 0 و tr(Eρ) = tr(ρ) = 1 می�گیریم نتیجه 0 ≤ tr(Eρ), tr(Eσ) ≤ 1

.Eρ = ρE = ρ می�شود نتیجه tr((I −E)ρ) = 0 از ترتیب همین به . Eσ = σE = 0 هستند معین نیمه
داریم حال

ρσ = (ρE)σ = ρ(Eσ) = 0,

.σρ = 0 ترتیب همین به و
.D(ρ, σ) = trS = trρ = 1 لذا .T = σ و S = ρ آنگاه ρσ = σρ = 0 اگر بالعکس

D(UρU †, UσU †) = D(ρ, σ) داریم U یکانی عملگر هر براي یعنی پایاست. یکانی نگاشت�هاي ,·)Dتحت ·) .5
و S′, T ′ ≥ 0 ،UρU † − UσU † = S′ − T ′ داریم .T ′ = UTU † و S′ = USU † دهید قرار اثبات:

بنابراین .S′T ′ = T ′S′ = 0

D(UρU †, UσU †) = trS′ = trS = D(ρ, σ).

D(trB(ρAB), trB(σAB)) ≤ D(ρAB, σAB) .6
داریم تعریف طبق اثبات:

D(trB(ρAB), trB(σAB)) = max
0≤EA≤IA

tr(EA(trBρAB − trBσAB))

= max
0≤EA⊗IB≤IA⊗IB

tr((EA ⊗ IB)(ρAB − σAB))

≤ max
0≤EAB≤IA⊗IB

tr(EAB(ρAB − σAB))

= D(ρAB, σAB).

بررسی قابل راحتی به که کردیم استفاده tr((MA ⊗ IB)XAB) = tr(MA(trBXAB)) از دوم تساوي در که
است.

D(ρ⊗ τ, σ ⊗ τ) = D(ρ, σ) .7
S′, T ′ ≥ 0 ،ρ⊗ τ − σ ⊗ τ = S′ − T ′ صورت این در .T ′ = T ⊗ τ و S′ = S ⊗ τ کنید تعریف اثبات:

بنابراین .S′T ′ = T ′S′ = 0 و

D(ρ⊗ τ, σ ⊗ τ) = trS′ = (trS)(trτ) = trS = D(ρ, σ).
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D(Φ(ρ),Φ(σ)) ≤ D(ρ, σ) داریم Φ کوانتمی نگاشت هر براي .8
نوشت. زیر صورت به می�توان را کوانتمی نگاشت هر دادیم نشان گذشته جلسه�ي اثبات:

Φ(ρ) = trB
(
UAB(ρA ⊗ |0⟩⟨0|B)U †

AB

)
داریم 7 و 6 و 5 خواص به توجه با حال

D(Φ(ρ),Φ(ρ)) ≤ D(UAB(ρA ⊗ |0⟩⟨0|B)U †
AB, UAB(σA ⊗ |0⟩⟨0|B)U †

AB)

= D(ρA ⊗ |0⟩⟨0|B, σA ⊗ |0⟩⟨0|B)

= D(ρ, σ).

L(H) کل ,·)Dبه تعریف(· تعمیم 2.1
ابتدا دهیم. تعمیم L(H) کل به را تعریف این می�خواهیم کردیم. تعریف چگالی ماتریس�هاي براي را D(·, ·) اینجا تا

که کنید توجه
D(ρ, σ) = trS =

1

2
tr(S + T ).

کنید تعریف X ∈ L(H) هر براي
|X| := (X†X)1/2.

داریم: حال است. تعریف خوش |X| لذا و است معین نیمه مثبت همواره X†X که کنید توجه

|ρ− σ| = ((ρ− σ)2)1/2 = ((S − T )2)1/2 = (S2 + T 2 − ST − TS)1/2

= (S2 + T 2 + ST + TS)1/2 = ((S + T )2)1/2 = S + T,

بنابراین کردیم. استفاده است معین نیمه مثبت S + T اینکه و ST = TS = 0 از اینجا در که

D(ρ, σ) =
1

2
tr(S + T ) =

1

2
tr|ρ− σ|.

کرد تعریف می�توان X,Y ∈ L(H) هر براي پس

D(X,Y ) =
1

2
tr|X − Y |.

یعنی شد. تعریف بالا در که است p = 1 براي ∥X − Y ∥p همان tr|X − Y | که کنید توجه

D(X,Y ) =
1

2
∥X − Y ∥1.

داریم هولدر نامساوي طبق می�گویند. اثر2 نرم آن به و می�دهند نشان نیز ∥ · ∥tr با گاهی را ∥ · ∥1

|tr(XY )| ≤ ∥X∥∞∥Y ∥tr
2Trace norm
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است. |X| ویژه�ي مقدار بزرگترین با برابر ∥X∥∞ اینجا در که
باشند، قطري {|i⟩} یکه�ي متعامد پایه�ي در دو هر Y =

∑
i qi|i⟩⟨i| و X =

∑
i pi|i⟩⟨i| اگر که کنید توجه

نتیجه در و |X − y| =
∑

i |pi − qi||i⟩⟨i| آنگاه

D(X,Y ) =
1

2

∑
i

|pi − qi|.

Fidelity 2
و ρ = |ψ⟩⟨ψ| اگر می�کنیم. معرفی σ و ρ کوانتمی حالت دو نزدیکی یا دوري سنجش براي دیگر کمیتی بخش این در
تعریف پس می�کند. مشخص را |ϕ⟩ و |ψ⟩ بودن نزدیک یا دور |⟨ψ|ϕ⟩| داخلی ضرب باشند، محض دو هر σ = |ϕ⟩⟨ϕ|

می�کنیم
F (|ψ⟩, |ϕ⟩) = |⟨ψ|ϕ⟩|.

سازي3 محض مفهوم از کار این براي دهیم. تعمیم نیز محض غیر حالات براي را تعریف این چگونه که است این سؤال حال
اگر نامند ρA سازي محض یک را |ψ⟩AB می�کنیم. استفاده

ρA = trB(|ψ⟩⟨ψ|AB).

می�کنیم تعریف σ و ρ کوانتمی دلخواه حالات براي

F (ρA, σA) = max
|ψ⟩AB ,|ϕ⟩AB

|⟨ψ|ϕ⟩|,

یک |ϕ⟩AB و است ρA سازي محض یک |ψ⟩AB و هستند) یکسان بعد (داراي است HA با «یکریخت» HB آن در که
.σA سازي محض

داریم. سازي�ها محض بررسی به نیاز F (ρ, σ) براي بسته فرم یک آوردن بدست براي

کوانتمی یکحالت محضسازي�هاي 1.2
{|0⟩, . . . , |d−یکه�ي متعامد پایه�ي با هیلبرت HAیکفضاي آن در که باشد کوانتمی یکحالت ρA فرضکنید قضیه:

کنید تعریف و بگیرید HA با یکریخت هیلبرت فضاي یک نیز را HA′ است. 1⟩}

|M⟩AA′ =

d−1∑
i=0

|i⟩A ⊗ |i⟩A′ .

V : HA′ → HB خطی نگاشت باشد داشته وجود اگر فقط و اگر است ρA از سازي محض یک |ψ⟩AB صورت این در
و V †V = IA′ که4 طوري به

|ψ⟩AB = ρ
1/2
A ⊗ V |M⟩AA′ .

3Purification
نیست. پوشا لزوماً ولی است داخلی ضرب حافظ V که می�دهد نشان تساوي 4این
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مرجع کتاب به قضیه عکس اثبات براي است. ρA از سازي محض یک فوق صورت به |ψ⟩AB می�دهیم نشان اینجا در
کنید. نگاه

trB (|ψ⟩⟨ψ|AB) = trB
(
ρ
1/2
A ⊗ V |M⟩⟨M |AA′ρ

1/2
A ⊗ V †

)
=

d−1∑
i,j=0

trB
(
ρ1/2|i⟩⟨j|ρ1/2 ⊗ V |i⟩⟨j|V †

)

=

d−1∑
i,j=0

(tr(V |i⟩⟨j|V †))ρ1/2|i⟩⟨j|ρ1/2

=

d−1∑
i,j=0

(tr(V †V |i⟩⟨j|))ρ1/2|i⟩⟨j|ρ1/2

=

d−1∑
i,j=0

(tr|i⟩⟨j|)ρ1/2|i⟩⟨j|ρ1/2

=

d−1∑
i=0

ρ1/2|i⟩⟨i|ρ1/2

= ρ1/2

(
d−1∑
i=0

|i⟩⟨i|

)
ρ1/2

= ρ.

F (ρ, σ) بسته�ي فرم 2.2
کرد. حساب می�توان را F (ρ, σ) قضیه این از استفاده با

F (ρA, σA) = max
|ψ⟩AB ,|ϕ⟩AB

|⟨ψ|ϕ⟩|

= max
V,W

|(ρ1/2 ⊗ V |M⟩, σ1/2 ⊗W |M⟩)|

= max
V,W

|⟨M |(ρ1/2 ⊗ V †)(σ1/2 ⊗W )|M⟩

= max
V,W

|⟨M |
(
ρ1/2σ1/2 ⊗ V †W

)
|M⟩|

= max
V,W

|tr(ρ1/2σ1/2(V †W )T )|,

رابطه�ي از آخر تساوي در و V †V =W †W = I آن در که

⟨M |(X ⊗ Y )|M⟩ = tr(XY T )

فرض فوق) قضیه�ي (برخلاف F (ρA, σA) تعریف در که کنید توجه حال است. بررسی قابل راحتی به که کردیم استفاده
یکانی. نتیجه در و هستند نیز پوشا V,W که می�شود نتیجه V †V = W †W = I از پس .HA ≃ HB که کردیم
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و است یکانی نیز (V †W )T بنابراین

F (ρA, σA) = max
U

|tr(ρ1/2σ1/2U)|,

است. U یکانی عملگرهاي همه�ي روي ماکزیمم آن در که

داریم X ∈ L(H) هر براي قضیه:

max
U

|tr(UX)| = ∥X∥tr = tr|X|

است. U یکانی عملگرهاي همه�ي روي ماکزیمم آن در که

عملگر و V1, V2 یکانی ماتریس�هاي می�کنیم. استفاده singular valued decomposition از قضیه این اثبات براي
داریم نتیجه در .X = V1ΛV2 که طوري به دارند وجود Λ ≥ 0 معین نیمه مثبت و قطري

max
U

|tr(UX)| = max
U

|tr(UV1ΛV2)|

= max
U

|tr((V2UV1)Λ)|

= max
U

|tr(UΛ)|

= trΛ.

اگر دلخواه U هر براي ثانیاً می�افتد. اتفاق تساوي U = I براي اولاً که کردیم استفاده نکته این از آخر تساوي در
داریم Λ =

∑
i λi|i⟩⟨i|

|tr(UΛ)| = |
∑
i

λi⟨i|U |i⟩| ≤
∑
i

λi|⟨i|U |i⟩|

=
∑
i

λi|(|i⟩, U |i⟩)| ≤
∑
i

λi∥|i⟩∥ · ∥U |i⟩∥

=
∑
i

λi = trΛ.

. |X| = (X†X)1/2 = (V †
2 Λ

2V2)
1/2 = V †

2 ΛV2 داریم دیگر طرف از .maxU |tr(UX)| = trΛ داریم پس
بنابراین

∥X∥tr = tr|X| = tr(V †
2 ΛV2) = trΛ = max

U
|tr(UX)|.

کنیم: حساب را fidelity می�توانیم قضیه این به توجه با حال

F (ρ, σ) = max
U

|tr(ρ1/2σ1/2U)| = ∥ρ1/2σ1/2∥tr = tr|ρ1/2σ1/2| = tr
(
ρ1/2σρ1/2

)1/2
.
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fidelityخواص 3.2
اول روش دادیم. ارایه روش دو filelity محاسبه�ي براي که کنید توجه قبل قسمت بندي جمع براي

F (ρ, σ) = tr|ρ1/2σ1/2| = tr
(
ρ1/2σρ1/2

)1/2
. (1)

دوم روش

F (ρA, σA) = max
|ψ⟩AB ,|ϕ⟩AB

|⟨ψ|ϕ⟩|. (2)

این است ذکر قابل اینجا در که نکته�اي .σA سازي محض یک |ϕ⟩AB و است ρA سازي محض یک |ψ⟩AB آن در که
است. HA با یکریخت HB که کردیم فرض سازي�ها محض برحسب F (ρA, σA) تعریف براي قبل قسمت در که است
قابل HA و HB بودن یکریخت فرض که داد نشان می�توان (2) و (1) تعاریف بودن معادل اثبات مراحل دقیق�تر بررسی با

است. برداشتن

F (ρ, |ϕ⟩⟨ϕ|) = ⟨ϕ|ρ|ϕ⟩1/2 .1
کنیم. استفاده (1) رابطه�ي از است کافی اثبات:

0 ≤ F (ρ, σ) ≤ 1 .2
است. یکه بردار دو داخلی ضرب مطلق قدر با برابر F (ρ, σ) اثبات:

ρ = σ اگر فقط و اگر F (ρ, σ) = 1 .3
و |ψ⟩ صورت این در . |⟨ψ|ϕ⟩| = 1 که باشند داشته سازي محض دو σ و ρ فقط و اگر F (ρ, σ) = 1 اثبات:

و |ψ⟩⟨ψ| = |ϕ⟩⟨ϕ| پس دارند. تفاوت هم با فاز یک در فقط |ϕ⟩

ρ = trB|ψ⟩⟨ψ| = trB|ϕ⟩⟨ϕ| = σ.

ρσ = σρ = 0 اگر فقط و اگر F (ρ, σ) = 0 .4
ρσ = اگر فقط و اگر ρ1/2σρ1/2 = 0 اگر فقط و اگر trρ1/2σρ1/2 = 0 فقط و اگر F (ρ, σ) = 0 اثبات:

کردیم. استفاده ρ, σ بودن معین نیمه مثبت از اینجا در که کنید توجه . σρ = 0
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F (UρU †, UσU †) = F (ρ, σ) داریم یکانی U هر براي یعنی پایاست یکانی عملگر�هاي تحت F (·, ·) .5
کنیم. استفاده (1) رابطه�ي از و (UρU †)1/2 = Uρ1/2U † که کنیم توجه است کافی اثبات:

F (trBρAB, trBσAB) ≥ F (ρAB, σAB) .6
رابطه�ي از و هست نیز trBρAB از سازي محض یک ρAB از سازي محض هر که کنیم توجه است کافی اثبات:

کنیم. استفاده (2)

F (ρ⊗ τ, σ ⊗ τ) = F (ρ, σ) .7
کنید. استفاده (1) رابطه�ي از و (ρ⊗ τ)1/2 = ρ1/2 ⊗ τ1/2 که کنید توجه اثبات:

F (Φ(ρ),Φ(σ)) ≥ F (ρ, σ) داریم Φ کوانتمی نگاشت هر براي .8
صورت به کوانتمی نگاشت هر اثبات:

Φ(ρ) = trB
(
UAB(ρA ⊗ |0⟩⟨0|B)U †

AB

)
کنیم. استفاده 7 و 6 و 5 خواص از است کافی حال است. بیان قابل

F (ρ, σ) ,D(ρو σ) بین ارتباط 3
داریم ρ, σ هر براي

1− F (ρ, σ) ≤ D(ρ, σ) ≤
√
1− F (ρ, σ)2.

کنید. نگاه مرجع کتاب به نامساوي دو این اثبات براي
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