
1390-1391 بهار ترم (22671) کوانتمی محاسبات
کناري کبیري حامد نویسنده: بیگی ابوالفتح سلمان مدرس:

7 جلسه

کلاسیک مداري محاسباتی مدل 1
در x ∈ {0, 1}n ورودي یک روي بر f : {0, 1}n → {0, 1}m تابع یک اعمال میتوان را محاسبه یک کلی حالت در
داراي کلاسیک محاسبات براي مداري» «مدل میکنیم. تقسیم کوچکتر اجزاء به را محاسبه یک کار این براي گرفت. نظر

است. زیر بخشهاي

محاسبه در مثال طور به میشوند. داده نمایش بیت صورت به اطلاعات کلاسیک مدارهاي در اطلاعات: نمایش .1
گرفت. نظر در مدار در خروجی بیت m و ورودي بیت n باید f : {0, 1}n → {0, 1}m تابع

می دارا را x ∈ {0, 1}n ورودي از مستقل ثابت مقدار یک مدار ابتداي در که هستند هایی بیت کمکی: بیت .2
بیتها، این به میشود. استفاده محاسبات) از بخشی حاصل ذخیرهي براي (مثلاً آنها از محاسبه طول در و باشند

میشود. گفته کمکی1 بیتهاي

عمل این به شود. استفاده دیگر جاي در و برداري، کپی بیت یک از که است لازم مدارها از برخی در :FANOUT .3
میشود. گفته FANOUT

این دادن قرار هم دنبال از و میدهند انجام را سادهاي محاسبات که مدار از بخشهایی محاسباتی: هاي گیت .4
میگیرند قرار استفاده مورد مدارها در که محاسباتی گیتهاي مهمترین . میشود انجام مدار در محاسبات گیتها

شدهاند. داده نشان زیر شکل در
1Ancilla
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هر که صورتی در است 1 مدار این خروجی است. ورودي بیت سه داراي که دهد می نشان را مدار یک زیر شکل مثلا
بود. خواهد 0 خروجی صورت این غیر در و (a = b = c) باشند یکسان ورودي سه

XOR

XOR

NOT

NOT

AND

a

b

c

است. اثبات قابل n روي استقرا با زیر قضیهي

. نوشت NOT و AND گیتهاي حسب بر توان می را f : {0, 1}n → {0, 1}m تابع هر 1 قضیه

مداري f : {0, 1}n → {0, 1}m تابع هر براي هرگاه گویند کامل2 مجموعهاي را گیتها از G مجموعهي 2 تعریف
نیز کمکی بیت و FANOUT شامل میتواند (مدار باشند G درون آن دهندهي تشکیل گیتهاي که باشد داشته وجود

کند. اعمال را f تابع و ( باشد

است. کامل مجموعهي یک {AND,NOT} ،1 قضیهي این طبق

است. کامل مجموعهي یک { NAND } مجموعه 3 قضیه

بنویسیم. NAND حسب بر را NOT و AND گیتهاي است کافی ،1 قضیهي طبق قضیه، این اثبات براي
2Universal set of gates
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است. ورودي بیت n داراي Cn آن در که است {Cn}n>1 مدارها از مجموعهاي شامل 3 مدارها از خانواده یک 4 تعریف
میکنیم. استفاده Cn مدار از باشد بیت n شامل x ورودي اگر خانواده، این از استفاده با محاسبه انجام براي پس

اگر فقط و اگر f(x1 . . . x2n) = 1 که باشد صورت این به fn : {0, 1}2n → {0, 1} تابع کنید فرض مثلا
زیر ساختار داراي n = 2 براي میکنند محاسبه را fn توابع که مدارهایی خانوادهي .i = 1, . . . , n براي xi = xn+i

میباشد.

XOR

XOR

NOT

NOT

AND

x1

x2

x3

x4

محاسبات پیچیدگی 2
مدار اجراي زمان شود. می استفاده مصرفی حافظهي مقدار و الگوریتم اجراي زمان مقدار از (مدار) الگوریتم هر تحلیل براي
گیت 2n+ ⌈logn⌉ به بالا مثال در fn تابع محاسباتی مدار در مثلا است. بیان قابل مدار درون گیتهاي تعداد حسب بر
تعداد به مربوط خلاصه طور به ولی است، پیچیده کمی مداري مدل حسب بر مصرفی حافظهي مقدار تعریف است. نیاز

میشود. مدار سازي موازي مقدار همچنین و کمکی بیتهاي
نشان sn با را آن نیاز مورد حافظهي مقدار و tn با را Cn گیتهاي تعداد {Cn}n>1 مدارها از خانواده یک براي

است. برقرار همواره sn ≤ tn ≤ 2sn رابطهي میدهیم.

آن براي و کند حل را مسأله آن که باشد داشته وجود مدارها از (یکنواخت) خانوادهاي مسأله، یک براي اگر 5 تعریف
چند پیچیدگی4 کلاس درون مسأله آن آنگاه ،tn ≤ P (n) که طوري به باشد داشته وجود P (n) جملهاي چند خانواده

میدهیم. نمایش P با را جملهاي چند مسألههاي همه کلاس است. جملهاي
که طوري به دارد وجود مدارها از (یکنواخت) خانوادهاي آنها حل براي که است مسائلی کلاس EXP مشابه طور به

.P ⊆ EXP تعریف طبق .tn ≤ 2P (n) باشیم داشته P (n) جملهاي چند یک براي

آن براي و کند حل را مسأله آن که باشد داشته وجود مدارها از (یکنواخت) خانوادهاي مسأله یک براي اگر 6 تعریف
است پیچیدگیاي کلاس درون مسأله آن آنگاه ،sn ≤ P (n) که طوري به باشد داشته وجود P (n) جملهاي چند خانواده

3Circuit family
4Complexity class
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میشود. داده نشان PSPACE با که

است: برقرار زیر رابطهي sn ≤ tn ≤ 2sn به توجه با

P ⊆ PSPACE ⊆ EXP.

احتمالاتی حالت کمکی هاي بیت از برخی آن در که باشد می مداري محاسباتی) (الگوریتم احتمالاتی مدار 7 تعریف
باشند. می صفر 1/2 احتمال با و یک 1/2 احتمال با یعنی دارند.

جملهاي چند زمان با احتمالاتیاي مدار آنها براي که باشد می مسألههایی تمام شامل 5BPP پیچیدگی کلاس 8 تعریف
است. 1/3 حداکثر آنها در خطا احتمال و کند، می محاسبه را درست نتیجه 2/3 حداقل احتمال با که دارد وجود

جواب احتمال اگر حتی واقع در است. p > 1/2 عدد هر به تغییر قابل 2/3 عدد BPP تعریف در که کنید توجه
میرسیم. شده) تعریف 2/3 پارامتر با (که BPP پیچیدگی کلاس همان به باز باشد 1/2 + 1/n2 صورت به مثلاً درست

.BPP ⊆ PSPACE داد نشان میتوان و است، P شامل BPP تعریف طبق

کوانتومی مدارهاي 3
هستند. زیر صورت به کوانتمی مدارهاي اجزاء

داده نمایش بعدي) دو کوانتمی (سیستمهاي کیوبیتها با اطلاعات کوانتومی مدارهاي در اطلاعات: نمایش .1
با کوانتمی مدار یک در را آن باشد، کلاسیک بیتهاي از x1, x2, ..., xn دنبالهي مسأله ورودي اگر میشوند.

|x1⟩ ⊗ |x2⟩ ⊗ ...⊗ |xn⟩ = |x1x2 . . . xn⟩

میدهیم. نمایش

کرد. استفاده کلاسیک مدارهاي همانند کمکی کیوبیتهاي از توان می نیز کوانتومی مدارهاي در کمکی: کیوبیت .2
میشوند. سازي آماده |0⟩ حالت در کمکی کیوبیتهاي

روي که است کلاسیک) زمانی تحول (یک تابع یک واقع در گیت یک کلاسیک حالت در یکانی: گیتهاي .3
بنابراین میشوند. داده یکانی خطی تبدیلات با زمانی تحولهاي کوانتم، فیزیک در میکند. عمل بیت کمی تعداد
هاي گیت ترین مهم میکنند. عمل کیوبیت کمی تعدادي روي که هستند یکانیاي تبدیلات کوانتمی، گیتهاي

. اند شده معرفی زیر در کوانتومی

X =

(
0 1
1 0

)
, Y =

(
0 −i
i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)
5Bounded-error Probabilistic Polynomial time
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H = 1√
2

(
1 1
1 −1

)
, S =

(
1 0
0 i

)
, T =

(
1 0

0 eiπ/4

)
مدارهاي در ها گیت این تصویر زیر در دهند. می نشان خود نام با کوانتومی مدارهاي در را ها گیت این از هریک

است. شده داده نشان کوانتومی

گیت دسته این از گیتها ترین مهم از یکی هستند. کنترلی گیتهاي کوانتومی گیتهاي از دیگري دستهي
که عملیاتی است. هدف کیوبیت دیگري و کنترل کیوبیت یکی که دارد ورودي کیوبیت دو که است CNOT

باشد |1⟩ کنترل کیوبیت اگر که نوشت |c⟩|t⟩ → |c⟩|t⊕ c⟩ صورت به توان می را دهد می انجام CNOT گیت
است: 4× 4 ماتریس یک CNOT گیرد. نمی صورت تغییري صورت این غیر در و کند می تغییر هدف کیوبیت

CNOT =

(
I 0
0 X

)
.

کیوبیت پایینی و کنترل، کیوبیت بالایی، کیوبیت آن در که میشود داده نمایش زیر صورت به گیت این مدارها در
است. هدف

را Controlled− U کنترلی گیت میتوان c کنترلی کیوبیت یک کردن اضافه با U گیت هر براي کلی طور به
کرد: تعریف
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Controlled− U =

(
I 0
0 U

)
شده داده نشان Controlled−U گیت مداري نمایش زیر شکل در .CNOT = Controlled−X واقع در

است:

شود. انجام اندازهگیري یک باید کوانتمی مدار یک انتهاي در محاسبه حاصل شدن مشخص براي گیري: اندازه .4
اندازهگیريهاي فقط نیز کوانتمی مدارهاي در هستند، ساده زمانی تحولهاي گیتها، میکنیم فرض که طور همان
یک اندازهگیري میشود گرفته نظر در کوانتمی مدارهاي در که اندازهگیرياي تنها میگیریم. نظر در را ساده

شود. می داده نمایش زیر صورت به گیري اندازه این است. {|0⟩, |1⟩} استاندارد پایه در کیوبیت

را اطلاعات کوانتم مکانیک در No-cloning قضیهي طبق زیرا ندارد، وجود FANOUT کوانتومی مدارهاي در توجه:
کنید.) مراجعه کتاب 532 صفحهي (به کرد. کپی نمیتوان

و Hadamard گیتهاي وسیله به که است شده داده نشان Bell پایهي در اندازهگیري مدار زیر شکل در مثال:
. است شده سازي پیاده استاندارد پایهي در اندازهگیري و C −NOT

است. زیر صورت به teleportation به مربوط کوانتومی مدار نتیجه Quantumدر computation 27
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Figure 1.13. Quantum circuit for teleporting a qubit. The two top lines represent Alice’s system, while the bottom
line is Bob’s system. The meters represent measurement, and the double lines coming out of them carry classical
bits (recall that single lines denote qubits).

=
1√
2

[

α|0〉(|00〉 + |11〉) + β|1〉(|00〉 + |11〉)
]

, (1.29)

where we use the convention that the first two qubits (on the left) belong to Alice, and
the third qubit to Bob. As we explained previously, Alice’s second qubit and Bob’s qubit
start out in an EPR state. Alice sends her qubits through a gate, obtaining

|ψ1〉 =
1√
2

[

α|0〉(|00〉 + |11〉) + β|1〉(|10〉 + |01〉)
]

. (1.30)

She then sends the first qubit through a Hadamard gate, obtaining

|ψ2〉 =
1
2

[

α(|0〉 + |1〉)(|00〉 + |11〉) + β(|0〉 − |1〉)(|10〉 + |01〉)
]

.

(1.31)

This state may be re-written in the following way, simply by regrouping terms:

|ψ2〉 =
1
2

[

|00〉
(

α|0〉 + β|1〉
)

+ |01〉
(

α|1〉 + β|0〉
)

+ |10〉
(

α|0〉 − β|1〉
)

+ |11〉
(

α|1〉 − β|0〉
)

]

. (1.32)

This expression naturally breaks down into four terms. The first term has Alice’s qubits
in the state |00〉, and Bob’s qubit in the state α|0〉 + β|1〉 – which is the original state
|ψ〉. If Alice performs a measurement and obtains the result 00 then Bob’s system will
be in the state |ψ〉. Similarly, from the previous expression we can read off Bob’s post-
measurement state, given the result of Alice’s measurement:

00 $−→ |ψ3(00)〉 ≡
[

α|0〉 + β|1〉
]

(1.33)

01 $−→ |ψ3(01)〉 ≡
[

α|1〉 + β|0〉
]

(1.34)

10 $−→ |ψ3(10)〉 ≡
[

α|0〉 − β|1〉
]

(1.35)

11 $−→ |ψ3(11)〉 ≡
[

α|1〉 − β|0〉
]

. (1.36)

Depending on Alice’s measurement outcome, Bob’s qubit will end up in one of these
four possible states. Of course, to know which state it is in, Bob must be told the result of
Alice’s measurement – we will show later that it is this fact which prevents teleportation

نشان را اندازهگیريها حاصل که هستند کلاسیکی بیتهایی M2,M1 و ،|β00⟩ = 1√
2
(|00⟩ + |11⟩) مدار این در

میدهند.
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کوانتومی محاسبات پیچیدگی 4
وجود کوانتومی مدارهاي از خانواده یک آنها براي که است مسألههایی تمام شامل 6BQP پیچیدگی کلاس 9 تعریف

کند. می محاسبه را درست نتیجه 2/3 حداقل احتمال با و است چندجملهاي آنها گیتهاي تعداد که دارد

است. p > 1/2 عدد هر به تغییر قابل BQP تعریف در 2/3 عدد ،BPP همانند

BPP ⊆ BQP 1.4
تبدیل «معادل» کوانتمی مدار یک به میتوان را کلاسیک مدار هر که دهیم نشان باید BPP ⊆ BQP کردن ثابت براي
کلاسیک مدار هر که آنجا از باشد. کلاسیک مدار گیتهاي تعداد برابر تقریباً متناظر گیتهاي تعداد که طوري به کرد
صورت به میتوان را کلاسیک گیت دو این که دهیم نشان است کافی ساخت، FANOUT و NAND با میتوان را

کرد. سازي پیاده کوانتمی
روي آن حاصل که میکند عمل کیوبیت سه روي Toffoli گیت کرد. استفاده Toffoli گیت از میتوان کار این براي

است زیر صورت به استاندارد پایهي بردارهاي

|a⟩|b⟩|c⟩ 7→ |a⟩|b⟩|c⊕ ab⟩

میشود داده نمایش زیر صورت به مدارها در و

Controlled- صورت به میتوان را آن و است هدف کیوبیت یک و کنترلی کیوبیت دو داراي Toffoli گیت که کنید توجه
گرفت. نظر در Controlled-X

شدهاند. پیادهسازي کمکی کیوبیتهاي و Toffoli کمک با FANOUT و NAND گیت زیر شکلهاي در

6Bounded-error Quantum Polynomial time
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BQP ⊆ PSPACE 2.4
هر که معنا این به کرد. شبیهسازي کلاسیک صورت به میتوان را کوانتمی محاسبهي هر که میدهیم نشان جا این در
این که کنید توجه است. حل قابل نیز کلاسیک طور به باشد، حل قابل کوانتمی مدار یک از استفاده با که مسألهاي

نباشد. بهینه است ممکن شبیهسازي
باشد. p(n) آن گیتهاي تعداد و q(n) آن کمکی و ورودي کیوبیتهاي مجموع که بگیرید نظر در کوانتمی مدار یک
مختلط عدد 2q(n) یعنی میشود. مشخص بعدي 2q(n) فضاي در بردار یک با مدار ابتداي در سیستم حالت نتیجه در
2q(n) × 2q(n) یکانی ماتریس یک با متناظر نیز یکانی گیتهاي از یک هر همچنین سیستم. حالت بیان براي است کافی
حساب کلاسیک صورت به را کوانتمی گیتهاي از یک هر اعمال از پس حاصل بردار میتوان ماتریسی ضرب با لذا است.
بعدي 2q(n) بردار مؤلفههاي روي از میتوان را متناظر احتمال توزیع میشود، انجام اندازهگیري که مدار انتهاي در کرد.

کرد. شبیهسازي کلاسیک صورت به میتوان را کوانتمی مدار کل نتیجه در کرد. حساب
یک اعمال با متناظر عملیات بود. خواهند چندجملهاي p(n), q(n) باشد، چندجملهاي متناظر کوانتمی الگوریتم اگر
حدوداً کوانتمی گیت هر ازاي به لذا و است، بردار یک در 2q(n) × 2q(n) ماتریس یک کردن ضرب برابر کوانتمی، گیت
نتیجه است. p(n)22q(n) برابر تقریباً شبیهسازي در کلاسیک عملیات تعداد بنابراین دارد. وجود کلاسیک عمل 22q(n)

.BQP ⊆ EXP که میگیریم
داریم پس .BQP ⊆ PSPACE که میدهد نشان فوق شبیهسازي دقیقتر تحلیل

P ⊆ BPP ⊆ BQP ⊆ PSPACE ⊆ EXP.
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