
1390-1391 بهار ترم (22671) کوانتمی محاسبات
شمس فاطمه نویسنده: بیگی ابوالفتح سلمان مدرس:

5 جلسه

ماتریسچگالی 1
میشود تعریف زیر صورت به آن متناظر چگالی1 ماتریس |ψ⟩ ∈ H واحد بردار هر براي

ρ = |ψ⟩⟨ψ|.

دارد: خاصیت دو ماتریس این

ρ ≥ 0 .1

trρ = 1 .2

که: است واضح |v⟩ ∈ H هر براي
⟨v|ρ|v⟩ = |⟨v|ψ⟩|2 ≥ 0,

trρ = tr|ψ⟩⟨ψ| = ⟨ψ|ψ⟩ = 1.

در که 1
dI ماتریس مثلاً باشد. داشته را 2 و 1 خواص اگر میشود نامیده چگالی ماتریس یک ρ ∈ L(H) کلی حالت در

چگالی ماتریس این ولی است. چگالی ماتریس و دارد را خاصیت دو این است، بعدي d فضاي یک در همانی ماتریس I آن
. 1dI ̸= |v⟩⟨v| ،|v⟩ هر براي یعنی نیست، 2 «خالص»

i اندازهگیري حاصل که این احتمال کنیم، اعمال آن روي را {Mi} اندازهگیري و باشد |ψ⟩ حالت در سیستم اگر
با: است برابر باشد

p(i) = ⟨ψ|M †
iMi|ψ⟩ = tr

(
M †

iMi|ψ⟩⟨ψ|
)
= tr

(
M †

iMiρ
)
.

میآید: دست به رابطه این با سیستم حالت تغییر همچنین

|ψ⟩ → |ψ′⟩ = 1√
p(i)

Mi|ψ⟩

ρ → ρ′ = |ψ′⟩⟨ψ′| = 1

p(i)
Mi|ψ⟩⟨ψ|M †

i =
1

p(i)
MiρM

†
i

1Density matrix
2Pure
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است: بیان قابل صورت همین به هم زمانی تحول نوشت. چگالی ماتریسهاي حسب بر میتوان را اندازهگیري بنابراین

|ψ⟩ → U |ψ⟩

ρ → UρU †.

داریم و است معین نیمه مثبت UρU † پس است، معین نیمه مثبت MXMنیز † آنگاه X ≥ 0 اگر

tr
(
UρU †

)
= tr

(
ρU †U

)
= tr(ρ) = 1.

است. چگالی ماتریس یک نیز UρU † یعنی
نوشت: جدید فرمولبندي این برحسب میتوان را کوانتم مکانیک اصول لذا

ماتریس یک با لحظه هر در سیستم حالت است. متناظر هیلبرت فضاي یک فیزیکی سیستم هر به حالات: فضاي •

میشود. مشخص ρ ∈ L(H) چگالی

زمان در سیستم حالت اگر میشود. مشخص یکانی عملگر یک با فیزیکی سیستم یک زمانی تحول زمانی: تحول •

.σ = UρU † که دارد وجود U یکانی عملگر باشد، σ ،t1 زمان در و ρ ،t0∑
iM

†
iMi = که مشخصمیشود {M1, . . . ,Mk}عمگرهاي با فیزیکی اندازهگیريیکسیستم اندازهگیري: •

صورت این در و است، i برابر p(i) = tr
(
M †

iMiρ
)
احتمال با اندازهگیري حاصل باشد، ρ سیستم حالت اگر .I

به سیستم حالت
1

tr
(
M †

iMiρ
)MiρM

†
i

میکند. تغییر

میآید. بدست کوچکتر فضاهاي تانسوري ضرب از ترکیبی سیستم یک هیلبرت فضاي ترکیبی: سیستمهاي •

است. چگالی ماتریس نیز ρ⊗ σ باشند چگالی ماتریس σ و ρ اگر که کنید توجه

مثال:
با است برابر آن متناظر چگالی ماتریس |ψ⟩ = 1√

2
(|00⟩+ |11⟩) اگر

ρ = |ψ⟩⟨ψ| = 1

2
(|00⟩⟨00|+ |00⟩⟨11|+ |11⟩⟨00|+ |11⟩⟨11|) = 1

2


1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1

 .
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کوانتمی حالات دادن تمیز 2
یعنی است. شده داده قرار ρ1, . . . , ρk حالات از یکی در تصادفی صورت به که داریم فیزیکی سیستم یک کنید فرض
سیستم روي بر کار این براي است. حالتی چه در واقعاً سیستم که بفهمیم میخواهیم است. ρi حالت در pi احتمال با
که آنجا از مسأله این در میزنیم. حدس را سیستم حالت اندازهگیري حاصل حسب بر و میدهیم انجام اندازهگیري یک
کنید فرض پس میکنیم. استفاده POVM بندي فرمول از نیست مهم ما براي اندازهگیري از بعد سیستم حالت تغییر
در سیستم که میزنیم حدس شد، i اندازهگیري حاصل اگر و میدهیم انجام را {E1, . . . , Ek} POVM اندازهگیري که

داریم: صورت این در است. بوده ρi حالت

Pr ( درست حدس ) =

k∑
i=1

Pr ( باشد شده انتخاب i) · Pr ( درست حدس | باشد شده انتخاب i)

=
k∑

i=1

pi tr(Eiρi).

کنیم: حل را زیر بهینهسازي مسأله باید کوانتمی حالات دادن تمیز مسأله حل براي بنابراین

max
{Ei}

k∑
i=1

pitr(Eiρi)

.∑iEi = I و Ei ≥ 0 آن در که

مثال:
:k = 2 کنید فرض

max
E1,E2

ptr(E1ρ1) + (1− p)tr(E2ρ2) = max
0≤E1≤I

ptr(E1ρ1) + (1− p)tr((I − E1)ρ2)

= max
0≤E1≤I

ptr(E1ρ1) + (1− p)(1− tr(E1ρ2))

= (1− p) + max
0≤E1≤I

ptr(E1ρ1)− (1− p)tr(E1ρ2)

= (1− p) + max
0≤E1≤I

tr(E1M),

میشود: قطري یکه متعامد پایهي یک در است Mهرمیتی که آنجا از .M = pρ1 − (1− p)ρ2 آن در که

M =



λ1
. . . 0

λr
−µ1

0
. . .

−µs


,
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برابر E1 قطر روي عناصر اگر صورت این در کردهایم. جدا را منفی و مثبت ویژهي مقادیر یعنی .λi, µj ≥ 0 آن در که
با باشند

M =


e1

e2
. . .

er+s

 ,

داریم و 0 ≤ ei ≤ 1 که میشود نتیجه 0 ≤ E1 ≤ I از آنگاه

max
0≤E1≤I

tr(E1M) = max
0≤ei≤1

∑
i

eiλi −
∑
j

er+jµj =
∑
i

λi.

بنابراین
Pr( درست حدس ) = (1− p) + λ1 + · · ·+ λr.

مثال:
حدس احتمال یعنی دهیم، تشخیص هم از را آنها بتوانیم قطعیت با و ρ2 = |ϕ⟩⟨ϕ| و ρ1 = |ψ⟩⟨ψ| کنیم فرض

که دارند وجود E1, E2 پس است. 1 برابر درست

tr(ρ1E1) = 1, tr(ρ2E2) = 1.

بنابراین .tr(ρ1E2) = tr(ρ2E1) = 0 که میشود نتیجه E1 + E2 = I از

⟨ϕ|E1|ϕ⟩ = 0 ⇒ E1|ϕ⟩ = 0 ⇒ E1ρ2 = 0.

E1 =M †
1M1 اگر چون

0 = ⟨ϕ|E1|ϕ⟩ = ⟨ϕ|M †
1M1|ϕ⟩ = ∥M1|ϕ⟩∥2 ⇒M1|ϕ⟩ = 0 ⇒M †

1M1|ϕ⟩ = 0.

.XY = 0 آنگاه tr(XY ) = 0 و X,Y ≥ 0 اگر کلی طور به
داریم: حال

E1 + E2 = I ⇒ E1ρ2 + E2ρ2 = ρ2 ⇒ E2ρ2 = ρ2

⇒ ρ1E2ρ2 = ρ1ρ2 ⇒ ρ1ρ2 = 0 ⇒ |ψ⟩⟨ψ|ϕ⟩⟨ϕ| = 0 ⇒ ⟨ψ|ϕ⟩ = 0.

باشند. عمود هم بر اگر هستند تمایز قابل حالت دو نتیجه در
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Ensemble of Quantum States 3
روي را {M1, . . . ,Mk} اندازهگیري و باشد ،i = 1, . . . ,m ،|ψi⟩ برابر سیستم یک حالت pi احتمال با کنید فرض

با است برابر باشد j اندازهگیري حاصل که این احتمال صورت این در میکنیم. اعمال سیستم

Pr( باشد j اندازهگیري حاصل ) =

m∑
i=1

pi⟨ψi|M †
jMj |ψi⟩

=
m∑
i=1

pitr(M †
jMj |ψi⟩⟨ψi|)

= tr(M †
jMjρ),

آن در که
ρ =

m∑
i=1

pi|ψi⟩⟨ψi|.

داریم و ρ ≥ 0 هستند مثبت piها که آنجا از

trρ =

m∑
i=1

pitr(|ψi⟩⟨ψi|) =
m∑
i=1

pi = 1.

چگالی ماتریس با گویند. {pi, |ψi⟩}mi=1 انسامبل با متناظر چگالی ماتریس آن به و است چگالی ماتریس یک ρ پس
کنیم. بازنویسی نیز را سیستم حالت تغییر میتوانیم

بود خواهد زیر صورت به سیستم تغییر آنگاه ،j اندازهگیري حاصل و باشد |ψi⟩ حالت در سیستم اگر

|ψi⟩ →
1√

⟨ψi|M †
jMj |ψi⟩

Mj |ψi⟩.

این احتمال qj = tr(M †
jMjρ) آن در که میافتد اتفاق pi⟨ψi|M †

jMj |ψi⟩/qj احتمال با تغییر این که کنید توجه
به باشد، j آن حاصل اگر اندازهگیري، از پس {pi, |ψi⟩} انسامبل پس باشد. j اندازهگیري حاصل که pi⟨ψi|Mاست †

jMj |ψi⟩/qj ,
1√

⟨ψi|M †
jMj |ψi⟩

Mj |ψi⟩


با: است برابر آن متناظر چگالی ماتریس تعریف طبق که میکند پیدا تغییر

σj =
1

qj

∑
i

piMj |ψi⟩⟨ψi|M †
j =

1

tr(M †
jMjρ)

MjρM
†
j .

با است برابر آن متوسط که میکند پیدا تغییر σj به qj احتمال با چگالی ماتریس ∑بنابراین
j

qjσj =
∑
j

MjρM
†
j .
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را سیستم حالت تغییر و اندازهگیري حاصل میتوانیم انسامبل یک متناظر چگالی ماتریس از استفاده با که این نتیجه
بدانیم. دقیقاً را {pi, |ψi⟩} ندارد لزومی و بنویسیم

از متناظر چگالی ماتریس لذا و میکند تغییر {pi, U |ψi⟩} به {pi, |ψi⟩} انسامبل یکانی تحول براي مشابه طور به
میکند. پیدا تغییر UρU † به ρ =

∑
i pi|ψi⟩⟨ψi|

است ممکن مختلف انسامبل دو یعنی نیست. یک به یک چگالی ماتریسهاي و انسامبلها بین تناظر که کنید توجه
هر براي ولی نیستند. تمیزپذیر هم از دو این بالا محاسبات طبق صورت این در که باشند داشته یکسان چگالی ماتریس
اعداد و {|ψi⟩} یکهي متعامد پایهي ،trρ = 1 و ρ ≥ 0 چون دارد. وجود متناظر انسامبل یک حداقل ρ چگالی ماتریس

که دارند وجود λi نامنفی
ρ =

∑
i

λi|ψi⟩⟨ψi|,
∑
i

λi = 1.

است. ρ همان {λi, |ψi⟩} انسامبل با متناظر چگالی ماتریس پس

میگویند. (pure) خالص ρ به صورت این در و ρ = |ϕ⟩⟨ϕ| که دارد وجود ϕ آنگاه rankρ = 1 اگر

مثال:
متناظر چگالی ماتریس باشد. حالت⟨1| در 1/4 احتمال با و حالت⟨0| در 3/4 احتمال با کیوبیت یک که کنید فرض

با است برابر
ρ =

3

4
|0⟩⟨0|+ 1

4
|1⟩⟨1| =

(
3/4 0
0 1/4

)
.

باشد: زیر حالت دو از یکی در مساوي احتمال با که بگیرید نظر در دیگر انسامبل یک حال

|a⟩ =
√
3

2
|0⟩+ 1

2
|1⟩, |b⟩ =

√
3

2
|0⟩ − 1

2
|1⟩.

است: زیر صورت به متناظر چگالی ماتریس

σ =
1

2
|a⟩⟨a|+ 1

2
|b⟩⟨b| = 3

4
|0⟩⟨0|+ 1

4
|1⟩⟨1| = ρ.

دو این لذا و برابرند {1/2, |a⟩; 1/2, |b⟩} و {3/4, |0⟩; 1/4, |1⟩} انسامبل دو با متناظر چگالی ماتریسهاي یعنی
داد. تمیز هم از نمیتوان را انسامبل

جزئی اثر 4
چیست؟ تنهایی به B سیستم حالت باشیم. داشته را AB ترکیبی سیستم حالت کنیم فرض

ولی است. |w⟩حالت در تنهایی به B سیستم صورت این در |v⟩A⊗|w⟩B باشد: ضربی3 ترکیبی سیستم حالت اگر
چه؟ باشیم داشته تنیدگی درهم اگر

زیر صورت به را جزئی4 اثر نگاشت باشد. HA براي یکه متعامد پایهي یک {|0⟩A, . . . , |d − 1⟩A} کنید فرض
3Product state
4Partial trace
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میکنیم. تعریف
trA : L(HA)⊗ L(HB) → L(HB)

trAMAB =

d−1∑
i=0

(⟨i|A ⊗ IB)MAB (|i⟩A ⊗ IB) .

داریم MABباشد = XA ⊗ YB اگر خاص حالت در

trA(XA ⊗ YB) =

d−1∑
i=0

⟨i|X|i⟩YB = tr(X)YB.

گونه این خطی» «ترکیب صورت به را آن میتوان ولی نیست XA ⊗ YB صورت به نمیتوان MABرا هر که کنید توجه
کرد. حساب را trAMAB بالا رابطهي و جزئی اثر بودن خطی از استفاده با و نوشت عملگرها

مثال:
با است برابر |ψ⟩ با متناظر چگالی ماتریس .|ψ⟩AB = 1√

2
(|00⟩+ |11⟩) دهید قرار

ρAB = |ψ⟩⟨ψ| = 1

2
(|00⟩⟨00|+ |00⟩⟨11|+ |11⟩⟨00|+ |11⟩⟨11|)

=
1

2
(|0⟩⟨0|A ⊗ |0⟩⟨0|B + |0⟩⟨1|A ⊗ |0⟩⟨1|B + |1⟩⟨0|A ⊗ |1⟩⟨0|B + |1⟩⟨1|A ⊗ |1⟩⟨1|B).

با است برابر B سیستم با متناظر چگالی ماتریس پس

trA ρAB =
1

2
(|0⟩⟨0|B + |1⟩⟨1|B) =

(
1/2 0
0 1/2

)
.
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